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Vorwort. 



Das eigentliche Doppelintegral ist ebensowenig ein 
geometrischer Begriff, wie das einfache bestimmte Integral 
im eigentlichen Sinne, sondern lässt sich in ähnlicher Weise 
analytisch erklären, wie das letztere. Hieran schliesst sich 
das uneigentliche Doppelintegral als Grenzwerth eines eigent- 
lichen über ein veränderliches Gebiet, das einem gegebenen 
Gebiete sich unbegrenzt und zwar auf jede beliebige Weise 
nähern darf. 

Die analytische Darstellung der Lehre von den Doppel- 
integralen hat mehr Schwierigkeiten gemacht, als die der 
Lehre von den einfachen Integralen. Sie wurde in der 
Hauptsache abgeschlossen durch eine 1892 erschienene Arbeit 
von de la Vallee-Poussin, welche über die Verwandlung 
des uneigentlichen Doppelintegrals in ein zweimaliges In- 
tegral auf wirklich befriedigende Weise handelt. 

Die neueren Arbeiten über die Doppelintegrale im 
Zusammenhange vorzuführen, ist der Zweck dieses dritten 
Theiles der „Grundzüge". Wo die einzelnen Sätze und ihre 
Beweise in der Form, in welcher sie hier erscheinen, meines 
Wissens zuerst vorkommen, ist überall genau angegeben. 

Der dritte Theil schliesst sich unmittelbar an den ersten 
an, so dass er mit demselben ein Ganzes bildet. Es sind 
nämlich auch im dritten Theile nur reelle Werthe der In- 
tegrationsveränderlichen und, abgesehen von gelegentlichen 
Bemerkungen, auch nur reelle Functionen derselben berück- 
sichtigt. 



IV Vorwort. 

Der Inhalt des dritten Theiles zerfallt in vier Abschnitte^ 
welche im Anschlüsse an die Zählung der Abschnitte in den 
beiden vorgehenden Theilen als der XVI. — XIX. bezeichnet 
sind. Der XVI. Abschnitt handelt von den zweimaligen be- 
stimmten Integralen der Functionen zweier Veränderlichen 
zwischen constanten Grenzen; der XVII. vom oberen und 
unteren Doppelintegral einer endlichen Function, welche im 
Falle, dass sie einander gleich sind, ihr eigentliches Doppel- 
integral bilden; der XVIII. von den uneigentlichen Doppel- 
integralen und der XIX. von den wichtigsten geometrischen 
Anwendungen der Doppelintegrale. Hierzu tritt als Nachtrag 
zum ersten Theile eine weitere Ausführung der Lehre vom 
eigentlichen und vom uneigentlichen einfachen bestimmten 
Integral. Denn es hat sich gezeigt, dass die oben erwähnte 
Verwandlung der uneigentlichen Doppelintegrale selbst für 
die einfachste Art derselben nur mit Hilfe der allgemeinen 
Begriffe jener einfachen Integrale eine sachlich angemessene 
Begründung erlangen kann. 

Der dritte Theil enthält mehr als 70, zumeist voll- 
ständig durchgeführte Beispiele und Aufgaben, welche ein 
ausreichendes üebungsmaterial für die Lehre von den Doppel- 
integralen bilden dürften. 

Auch um diesen Band hat sich Herr College V. Dantscher 
V. KoUesberg durch sorgfältiges Durchsehen der Revisions- 
bogen verdient gemacht, wofür ich ihm zum wärmsten 
Danke verpflichtet bin. 

Lans bei Innsbruck, am 23. Juli 1899. 

0. Stolz. 
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XVI. Abschnitt. 

Zweimalige bestimmte Integrale von Fnnctionen zweier 
Veränderliclien zwiscben constanten Frenzen. 

1. Lässt sich die reelle oder complexe Function f(x^ y) 
der reellen Veränderliclien x, y, welche wenigstens für jedes 
System von Werthen iP,y, die den Bedingungen 

a<x<a^ h<y<V 

genügen, eindeutig definirt ist^ bei constanteni; beliebig 
zwischen 6 und 6' angenommenen y nach x über das Inter- 
vall (a, a') im eigentlichen oder uneigentlichen Sinne inte- 
griren und die so erhaltene Function von y über das Inter- 
vall (&, &'), so gelangt man zum Ausdrucke 



b t/a 



f(x,y)dx, (1) 

welcher nach P. du Bois-Reymond das zweimalige be- 
stimmte Integral der Function f{x^ y) und zwar nach x 
zwischen den constanten Grenzen a] a' und nach y zwischen 
den Grenzen b und V heissen mag.^) A. Pringsheim be- 
zeichnet den Ausdruct (1) als iterirtes Integral.*) 
Eine ähnliche Bedeutung hat das Zeichen 



' dx / f(x, 

a Jb 



y)dy' (2) 



Hierbei wird vorausgesetzt, dass f(x, y) bei jedem x zwischen 
a und a! sich nach y über das Intervall (6, V) und die auf solche 
Art zu Stande gebrachte Function von x sich über das Inter- 
vall (a, a') integriren lasse. Es handelt sich nun darum, die Be- 
ziehung zwischen den Ausdrücken (1) und (2) zu untersuchen. 

1) Vgl. P. du Bois-Reymond, Journal f. Math. 94. Bd. S. 275. 
Dem Ausdrucke (1) lässt sich auch im Falle, dass die Grenzen a und a' 
von y abhängen, ein zweiter, worin die Reihenfolge der beiden Inte- 
grationen umgekehrt ist, an die Seite stellen [s. XVII. 8. Formel (20)]. 

2) Sitz. Ber. der Münchner Acad. 1898 S. 69. 

Stolz, Differential- u. Integralrechnung, m. 1 



2 XVI. Abschnitt Nr. 1. 

1. Satz.^) „Sind die Intervalle (a, a') und (6, 6') 
endlich und ist die für jedes System von Werthen x, y, 
welche den Bedingungen 

a-^x^a' l^y^V (3) 

genügen^ eindeutig definirte, reelle oder complexe Function 
f{x, y) auch bei jedem solchen Werthsystem x, y 
stetige so besteht die Gleichung 

' dy I fix,y)dx=^l dx 1 f(x,y)dy. (4) 

Es lässt sich also die Reihenfolge der beiden 
Integrationen umkehren^ ohne dass der Werth des 
zweimaligen Integrals sich ändert. Oder: um die 
Function /»«' ' 

nach y von y ^b bis y ^V zu integriren^ integrirt man die 

Function unter dem / zwischen diesen Grenzen.'^ Der Satz 

entspringt unmittelbar aus dem nachstehenden 

2, Satz. ;,Die Function 

F(x,y)^ldy I f{x,y)dx, (5) 

t/6 t/a 

worin die obere Grenze x im innem Integral einen bestimmten 
Werth des Intervalles (a, a!\ die obere Grenze y im äussern Inte- 
gral einen bestimmten Werth des Intervalles (6, 6') bedeutet^)? 
hat für jedes Werthsystem (3) endliche partielle Dijßferential- 

quotienten erster Ordnung nach x und nach y -^—j -ö — 

dF . . . ox oy 

Dafür hat ferner -^ — einen DiflFerentialquotienten nach x 

und -^ — einen nach y und zwar ist 

4(lf ) •= /•(-' yy (') 

1) In XVII. 9 werden wir einen andern Beweis des 1. Satzes und 
eine Verallgemeinerung desselben kennen lernen. 

2) Der Einfachheit wegen wählt man bisweilen für die Inte- 
grationsveränderliche und für eine der Grenzen des Integrals, wenn 
diese als veränderlich angesehen wird, das nämliche Zeichen. 
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Beweis. Da f{Xy y) für jedes Werthsystem (3) stetig 
ist^ so ist 



e/a 



fix, y) dx {^^^^ (^) 



eine stetige Function von y, mag y was immer für einen 
Werth im Intervalle (6, V) bedeuten (I. T. S. 443 und 11. T. 
S. 167), lässt sich also über das Intervall (&, y) integriren. 
Dann ist nach dem 9. Satze in X. 6 bezw. dem S. in XIY. 2 



dF 



Ja ^(^^ 2/) d^ und ^ (||) =-/•(«;, y). 



dy 

Man hat ferner nach dem Satze am Anfange von X.23 (der 
sich ohne Weiteres auf eine complexe Function von x und y 
übertragen lässt) 



d_ 

d 



^^jh ^^^ja f^^^y^^^^X ^^^'^^^^' 



Hieraus ergiebt sich, wieder mit Hilfe der oben erwähnten 
Sätze, die Formel 

Dieses vorausgesetzt, lässt sich jeder der Ausdrücke (1) 
und (2) durch zweimalige Anwendung des Fundamenta>lsatzes 
der Integralrechnung (X. 4) berechnen. Wir finden zunächst 
nach (6) 



/ 



x=sa 
a^ 



fi'=.,)ä^-\'^-'-m^-'j^, 



dy dy cy 

somit '^^ 

= \F{a!,y)- F{a,y) 

Ebenso hat man nach (7) 

dF- dF{x^h') dF(x,h) . ;, 



/ 



f(x, y) dij = 



also 



doo dx dx 
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- I F(a;, 6') - I F(x, V) 

- F(a\ V) - F(a, 6') - F(a!, b) + F(a, b). 

Es. besteht somit in der That die Gleichung (4). 

. Der .1. Satz; läset sieh sofort in folgender Art ver- 
allgemeinem. 

3« Satz. ^,Die Gleichung (4) besteht auch dann^ wenn 
die Function f(x,y} blos ftlr alle Systenie von Werthen ^y, 
welche den Bedingungen 

a < X < a! b < y <V 

genügen^ eindeutig definirt^ stetig und endlich ist (d.h. 
\f(Xyy)\ fQr alle a;,y unter iöiner positiven Zahl y Uegt)." 

Beweis. Lassen wir zunächst f{x^ y) noch stetig sein bei 
allen Werthsystemen (3) ausser denen, wozu y = b' gehört. 
Dann haben wir nach dem 1. Satze, woferne nur y <V ist, 
sicher 

/ äy j f{x,y)dx^ I dxl f{x,y)dy 

= / dx\ fix, y) dy 
- I dx f f(x, y) dy, 

e/a t/y 

Der zweite Theil ist seinem Betrage nach kleiner als 



(8) 



a 



dxy(b* — y) =^ (a^ - d) y{V - y), 

hat also bei lim y ^V— den Grenzwerth Null. Demnach 
ergiebt sich aus (8) durch den Grenzübergang lim y = V— 
neuerdings die Formel (4). — Durch Theilung des durch die 
Beziehungen (3) erklärten Gebietes, welches geometrisch durch 
das zwischen den Abscissen a, a^ und den Ordinaten 6, V 
liegende Rechteck ÄBÄ'B' (Fig. 1 auf S. 12) dargestellt wird, 
mittelst einer Parallelen zur x-Axe und einer zur.y-Axe 
in vier Gebiete und entsprechende Anwendung der soebeii 
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vorgeführten Schlussweise auf jedes von ihnen, gelangt man 
dann zum 3. Satze. 

Der 3. Satz lässt sich unmittelbar ausdehnen auf den 
Fall, dass die Function f{x,y y), wenn sie nur für alle Innen- 
punkte des Rechteckes ÄBA'B* endlich ist, die Stetigkeit 
verliert in den Punkten einer endlichen Anzahl von Linien^ 
welche zur einen oder der anderen Coordinaten-Axe parallel 
sind. Solche Linien zerschneiden nämlich das Rechteck 
ABÄB^ in eine endliche Zahl von Rechtecke, deren Söiten 
den Axen parallel sind. Und da der vorstehende Satz in 
jedem derselben für die Function /(jr, y) gilt, so gilt er, wie 
sich durch Addition der ftlr die einzelnen Theilrechtecke er- 
haltenen Formeln ergiebt, auch für das ganze Rechteck. 

In ähnlicher Art, wie aus dem 1. Satze der 3., gewonnen wurde, 
lässt sich die soeben dargelegte Erweiterung des letzteren dahin aus- 
dehnen, dass die Parallelen zu einer jeden Ax6, aufweichet! die iin 
Rechtecke ABA'B' endliche Function f{x, y) unstetig ist, je ein un- 
endliches System erster Gattung bilden. 

1*. Anwendung. Der vorstehende 1. Satz fahrt zu einer eleganten 

/» 00 

Ableitung des Integrals I €— «* dw (vgl. Ch. Märay Le^ons nouvelles 
etc. m. T. 1897 S. 38). — Wir setzen 

X 

e—ti* du = f{x) (9) 

und. nehmen dazu /"(O) = 0. Dies Integral geht durch die Substitution 
u = xy über in 

Multipliciren wir diese Gleichung gliedweise mit der folgenden, welche 
aus (9) nach I. S. 376. hervorgeht, 

so ergiebt sich 

f{x) f{x) = xe-^'' j e-^'y^dy. 

Integriren wir beiderseits nach x von a; == bis x = v, so finden wir 

hf{vY^\ ''xe-'^dxl e—^y'^dy. (10) 

Da die Function 

ice— (1 + 9*)^^ , 

im Rechtecke: 0<a;<t? <^y<^l durchweg stetig ist, so können 

die beiden Integrationen auf der rechten Seite von (10) ohne Aenderung 
des Werthes derselben vertauscht werden. Wir erhalten somit 



i 
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r ...... n. 1 ^-d + y*)*' 









(11) 



Bei lim v=:-fooliat der Subtrahend rechts, da er kleiner als 

JC^ e-'^dy _^^^ f^ dy ^n ^^ 
1+y* Jo l+y* 4 



ist, den Grenzwerth Null. Demnach folgt aus (11), dass 

OD 

4' «^jT«""' K ^ "" 2 



lim /*(»)*« — » also lim /*(t?) = / «" "* <Zw = — y w 

ist. 

2. Wenn die Function f(Xj y) in dem zweimaligen Inte- 
gral (1) für die Punkte des von den beiden Integrations- 
intervallen bestimmten Rechteckes nicht endlich oder von 
diesen mindestens eines unendlich ist, so kann sich bei Um- 
kehrung der Reihenfolge d^ beiden Integrationen der Werth 
des Integrals andern. Diese Bemerkung haben zuerst Cauchy 
und Gauss gemacht.^) 

a) Der Erstere bringt folgendes einfache Beispiel bei.^) 
Nach der Formel 

^ [ ^ \ y'-^' /i\ 

hat man dx\y^+x* ) ^ {y^+xy W 



'£''Ii^^ '^ ==/ '' \yf^=£¥Ti 



x = 

arc tan y =^ -r' 





(2) 



Vertauscht man in der Formel (1) a; und y, so ergiebt sich 

^ ( y \ _ ^'-y' /9*\ 

dy\x^+y^) {x^+y")^' ^^ ^ 



1) Cauchy in dem am 22. August 1814 im Institut de France 
gelesenen Memoire sur la th^orie des integrales definies (vgl. Oeuvres 
I. ser. T. 1), Gauss in der am 30. Jänner 1816 eingereichten Abhand- 
lung: Theorematis de resolubilitate fanctionum algebraicarum inte- 
grarum in f actores reales demonstratio tertia (vgl. Werke m. S. 62) . 

2) Oeuvres a. a. 0. S. 394. 
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Demnach ist 






-y 

dx it 



aj*+l 4 



(3) 



Die Ausdrücke (2) und (3) haben somit entgegengesetzte 
Werthe, was man noch leichter erkennt, indem man im Aus- 
drucke (2) X und y mit einander vertauscht, wodurch er 
natürlich nicht geändert wird. Die Function (1) ist in dem 
Quadrate mit der Seite 0-E — 1 auf der positiven aj-Axe und 
der Seite Oi^=l auf der positiven y-Axe überall stetig mit 
alleiniger Ausnahme des Punktes a? = y =^ 0, Dort ist sie 
unbestimmt und hat dabei in jeder noch so kleinen Um- 
gebung desselben die obere Grenze -f oo und die untere — oo. 
In der That geht sie durch die Substitution x^r cos Ö 
j/ = r sin in — cos 20 : r^ über, hat also auf jedem nicht 
in die Halbirungslinien der Winkel der Coordinatenaxen 
fallenden Halbstrahl bei lim r = + den Grenzwerth + cx) 
oder - oo. Auf ähnliche Art gelangt man zu den Formeln 

b) Dass das innere Integral in (2) 

^ (y) =^ I 7-9-1 ST» äx=^ — ö-.-r 

JC'^dx 
\ — g- übergeht, 

.hat bei dem Umstände, dass <|)(y) bei limy = 4-0 den endlichen Grenz- 
werth 1 hat, gar keine Bedeutung (vgl. I. S. 359). In der That giebt 
es zweimalige Integrale, die bei der ümkehrung der Reihenfolge der 
beiden Integrationen ihren Werth ändern, ohne dass die soeben er- 
wähnte Erscheinung auftritt. P. du Bois-Reymond hat das nach- 
stehende Beispiel von dieser Beschaffenheit angegeben. Ist 



lu^ 



1-f I* 
so hat man 



^W^^^^T (^>^)» 






8 



XVI. Abschnitt Nr. 2. 



Nun ist für alle Werthe von y: 0<;y<fc 



^(y)^Jj9l 



{xy) dx = lim 



L y jx^o 



aber auch für y^O selbst, da ^'(0)= ist. Hier ist somit 0(y) stetig 
für jeden Werth von yi O^y^h. Gleichwohl hat man neben 

^yf g'(xy)dx^O 



Es ist nämlich 



.1—1 



^ = -i^^— ^ = D arctan(t*0- 



1 + u 



c) Verwickelter sind die von Gauss a. a. 0. gegebenen 
Integralausdrücke. Dennoch scheint es angebracht, sie hier 
vorzuführen, weil sie zu einem Beweise des Fundamentair 
Satzes der Algebra d. i. des Satzes, dass jede ganze Func- 
tion w*®^ Grades von <v ' 



/'(^) = ^0^+^^"~^H hCn^iX + C, 



(5) 



mindestens für einen reellen oder complexen Werth von x 
verschwindet, dienen. Der Kürze wegen nehmen wir die 
Coefficienten Cqü^. . . Cn reell uÄd den letzten Cn von Null 
verschieden an. Setzen wir 

X = q[ cos 9? + i sinjgp I = qC^* 

unter Tu die Coordinaten von fifie^^ verstanden, so ist 
T=CQ()**cosn9) + Ci^"~^cos(n — l)g) + ••• 

+ C»_i()C0S9? + C 

?7— CQ^'*sinn9) + q()"""^sin(w — 1)9? + ... 

+ C«-ipsin9?. 

F=arctan(ü': T). 
Dann haben wir, falls I nicht verschwindet, 

dV 



(6) 



Es sei femer 



=(^47-^lf)=(^*+^')- 



(7) 



Zweimalige bestimmte Integrale. 9 

worin M eine ganze Function von q und den Cosinus und 
Sinus der Vielfachen von q) bezeichnet. 

Da die Gleichung f(x) = keinesfalls mehr als w Wurzeln 
besitzt^ do können wir eine positive Zahl B so annehmen, 
dass, wenn |a?|^i2 ist, \f(x):\ stets positiv ist. Für die 
nämlichen Werthe von x besteht die Entwickelung von 
f\x) : fix) nach fallenden Potenzen von x 

fix) x^ x^^ x^ ^ ' ^^^f 

deren Coefficienten ganze Functionen von ^-v J^.sind (vgl 
ILT. S. 253 und 275). ""' ""' 

Angenommen nun, die Gleichung /*(aj) — habe gar 
keine Wurzel, so würde I^-\-U^ für kein System von 
Werthen ()9), welche den Bedingungen 

0<Q^B 0^ip^27C (11) 

genügen, verschwinden. Dann wäre die Function 

für jedes solche Werthsystem q q> stetig und man hätte 

Jfl)=2Ä 
/^R /^%Jt j^R 1 /^R 

<p = 

dV 
da ^— für 9? = und g? = 23r den nämlichen Werth hat. Den 

nämlichen Werth müsste nach Nr. 1 das zweimalige Integral 

r*%n nR 

haben. Allein dies erweist sich als falsch. Man hätte näm- 
lich bei jedem Werthe von 9? 



£ 









(r»+ V) 



^=0 



(13*) 



O rr 

Für = verschwindet sowohl Ü als auch ^0 — > isomit, da 

o dV ^^ 

I^+ C/'^=cJ ist, nach (8) auch -^ — Also müsste 
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dV 
sein. Es ist aber -^ nach (8) die imaginäre Coordinate des 

Quotienten 

also die reelle Coordinate von fx(Qe^^)Q€^^ :f{Qe^*y 
Setzt man Q^R, so hat man nach (10) 

-^^B^'^n + ^e-'P'+^,e->'P^+... (15) 

Die Potenzreihe (10) convergirt gleichmässig för alle Werthe 
von x^ deren Betrag grösser als B ist^), somit die Reihe 
aus den reellen Theilen der Glieder auf der rechten Seite 
von (15) 

gleichmässig für alle Werthe von (p: 0^g>^2jr. Man 
konnte demnach das Integral (14) durch gliedweise Inte- 
gration der letzten Reihe finden^ so dass sich 

K^n I ^^ ^ 'n j cos9)c?g?+ ••• =2wjr (16) 

ergeben würde. 

Die gemachte Voraussetzung ist somit zu verwerfen. 
Es muss also mindestens ein Werthsystem Qtp geben, wofür 
T^+TJ^=^0 d.i. T=0 ?7=«0 ist, somit mindestens eine 
Wurzel der Gleichung f(x)=^0. 

Nun haben wir doch wohl noch zu bemerken, dass die Formeln 
(12) und (16) wirklich richtig sind. Dies beruht darauf, 
dass es nur eine endliche Anzahl von Systemen von Werthen q % 
welche den Bedingungen (11) genügen, giebt, wofür T=0 
Z7=0 ist. Es gilt also die Formel (13*) für alle Werthe 
von (p im Intervalle (0, 2ä), abgerechnet eine endliche Anzahl 
von ihnen. Und da es bei der Integration nach g? auf die 
letzteren nicht ankommt, so gelangen wir auch jetzt von der 
Formel (13*) zu (16). Aehnliches ist auch von (12) zu sagen. 

1) Vgl. Arithmetik II. S. 156. 
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Sind in f{x) Cn = c»— i = . . . = Cm^i = und erst c« von ver- 
schieden, 80 ist K=2mn {m<^n). Diese und die Formeln (12) und 
(16) gelten auch im Falle, dass die Coefficienten Cq c^ . , ,Cn complex 
sind. tJm den FundamentalBatz der Algebra nach dem obigen Ver- 
fahren auch für diesen Fall zu beweisen, muss man Tu" die Coordinaten 
der complexen Zahl /*{ pe^* } ^ nicht etwa die Ausdrücke (6), sein lassen. 

d) Endlich sei noch erwähnt das zweimalige Integral 

J/»QO ^a />* I . /»• . 

1 ^yj, ^^^y^^^-X ^^\-^^l -^^y-v 

ar=0 

wobei wir uns a > denken (vgl. I. T. S. 456). Vertauschen 
wir hier die beiden Integrationen, so erhalten wir einen 
Ausdruck ohne Sinn, weil schon das Integral 



I 



00 



COS xy dy 



nicht vorhanden ist (I. T. S. 456). 

Auf derartige Vorkommnisse haben zuerst aufmerksam gemacht: 
J. Thomae Schlömilch Zeitschr, 23. B. S. 67, P. du Bois-Reymond 
Joum. f Math. 94. B. S. 288. Ungewiss ist noch, ob ein solches auch 

eintreten kann, wenn die Function unter den I für die innerhalb der 

Integrationsgrenzen liegenden Werthsysteme x^y lihx Zeichen nicht 
wechselt und dabei stetig ist. (Vgl. XVIII. 14* und 16 Beispiel 2.) 

3. Bedingungen, unter welchen die Vertauschung 
der beiden Integrationen in einem uneigentlichen 
zweimaligen Integral ohne Aeuderung seines Werthes 
zulässig ist. [Integration unter dem Integralzeichen.]^) 

Uns auf die Behandlung der wichtigsten Fälle beschränkend, 
nehmen wir zunächst die vier Grenzen aa^ hV endlich an. 
Die Parallelen zur «/-Axe ic = a x=^ a^ einer-, und die zur 
a:-Axe y^b y = V andererseits bilden in der a;i/-Ebene ein 
Rechteck mit den Ecken A = (a, V) Ä = (a' 6') B = {a\ h) 
B' = (a,h'). (Fig. 1.) 



' 1) Den I.Satz in Nr. 4 hat der Verfasser zuerst 1879 und später 
im 26. B. d. Math. Ann. S. 89 veröffentlicht. Die Sätze in Nr. 3—5 finden 
sich in ähnlicher Form in der Abhandlung von de laVall^e-Poussin 
imJhrg. 1892 des Journal de Math. (Nr. 63—77) und im Cours de Analyse 
von C. Jordan II ^d. (n.Nr. 68—72). Der 3. Satz in Nr. 3 und 4 und 
der 2. in Nr. 5 rühren von ersterem her (a. a. 0. Nr. 66, 71, 77). 
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M 



1. Satz. „Wir machen zunächst die folgenden Voraus- 
setzungen: 1) Schneiden wir auf AH ein Stück NB = 5 von 
beliebiger Kleinheit ab und ziehen durch N die Parallele zur 
y-Axe, so erhalten wir das Rechteck ANQB\ in dessen 
jedem Punkte (den Rand eingeschlossen)! die reelle oder com- 
plexe Function /*(«:, y) in Bezug auf die Veränderlichen x und y 
stetig sein soll." 

,,2) f{x^ y) iat für die Punkte Xyy im Rechtecke NBÄQ 

nicht endlich. Dabei soll, mag y was immer für ein 

Fig. 1. Werth im Intervalle (6, V) mit 

^r '■ — ^ yi' Ausschluss von j/ = 6'3ein,jedem 

£ > ein Ä > so entsprechen, 
dass falls nur < S^ < g < d ist 

I f(^> y) d^ 

ist, worin o(y) eine für jedes 
solche y eindeutig definirte positive Function von y 
bedeutet, welche in jedem Intervalle (h^V — rf) (ri>0) 
endlich ist und über das Intervall (i,V) ein eigent- 
liches oder uneigentliches Integral zulässt. Dannexistirt 
natürlich (vgl. S. 384 d. I. T.) für jedes y: 

^ ^^y<y £'f{^^y)dx, (2) 

Ebenso existirt auch / f{x^ y) dx und zwar finden wir dafür 
aus (1) bei lim |' = + 0, dass* neben 



j\r 



<6a,(j/)(l) 



0<|<* 



a —$ 



dx 



^eaXy) 



(2*) 



ist. Wenn (»(y) für alle diese y eine endliche obere Grenze Z 
hat, so darf man in (1) G)(y) durch Z ersetzen. Da auch 
eL jede positive Zahl sein kann, so fällt dann die Forderung 

damit zusammen, dass das Integral / f(Xf y) dx bei lim | = + 

gleichmässig für alle Werthe von y im Intervalle (6,6') 
mit Ausschluss von y «= 6' zur Null convergirt. Dafär 

sagt man kurz: das Integral/ f(Xyy)dx convergirt 
gleichmässig für die ebengenannten Werthe von y.'' 



Zweimalige bestimmte Integrale. 13 

(/S) „Unter diesen Umständen existiren die zwei- 
maligen Integrale 

J^l dy I f(x^y)dx ■£=-/ dx 1 f(x,y)dy 

und zwar sind sie einander gleich/' 

Beweis. Wir bemerken zunächst, dass das Integral (2) 
eine stetige Pimction von y für jedes y, & ^ y < J>\ ist. Um 
dies einzusehen, bilden wir 



' fi^y y + v)f^^- 1 f{^y y) dy 

[f(^7 y-^v)- /*(^; y)] dx+ I f{x, y + ri)dx 



-£. 



f{x, y) dx. 



(3) 



Lassen wir 5 einen festen Werth zwischen und d sein, so 
ist nach (2*) das dritte Glied rechts seinem Betrage nach 
nicht grösser als e(x)(y), folglich auch nicht grösser als eL\ 
wenn L' die obere' Grenze Von cj{y^) im Intervalle (6, c) 
von y^ bedeutet, ^o c beliebig zwischen y und V genommen 
ist. Desgleichen ist, wenn wir uns von vornherein rj so 
klein denken, dass y + i? ^ c ist, das zweite Glied rechts 
in (3) seinem Betrage nach nicht grösser als eV. Da das 

f(x, y) dx eine stetige Function von y bei 

jedem Werthe von y im Intervalle (6, V) ist (S. 443 d. I. T. 
und S. 167 d. IL T.), so lässt sich dem ß>0 ein d^ so zu- 
ordnen, dass das erste Glied auf der rechten Seite von (3) 
dem Betrage nach kleiner als b ist, wenn nur < iy <; d^ ist. 
Demnach finden wir, dass unter der nämlichen Voraussetzung 
bezüglich i? 



' fipi^j y + r{)dX'-j f(x, y) dx 



<(l+2i')c 



ist. Da (1 + 2i')« jede positive Zahl sein kann, so ist die 
Stietigkeit des Integrals (2) nach y erwiesen. — Um dann 
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die Existenz des zweimaligen Integrals J festzustellen, gehen 
wir davon aus, dass für < i^' < i^ und ^ > 



' dy I f{^,y)äx^l dy I f(x,y)dx 



+ 






dx 



(3*) 



ist. Der zweite Theil rechts ist, falls S < J ist, nach (1) 
dem Betrage nach nicht grösser als 



sl (o(y)dy, 



folglich, da man nach Voraussetzung zu c': c eine Zahl x<:0 
so bestimmen kann, dass wenn nur < iy' < i^ < x ist, 

co(y)dy<:s^:£ 



X 



ist, unter der nämlichen Annahme über rj und i^' kleiner 
als £'. Lassen wir nun in (3*) i einen bestimmten Werth 
kleiner als d sein und bedenken, dass f{Xy y) in allen Punkten 
des Rechtecks ANQB^ stetig in Bezug auf x und y, somit 
nach S. 3 auch 

' dy I f{x,y)dx 

b Ja 

bei y «== 6' stetig ist, so können wir dem «' > eine Zahl 
A(§) > so zuordnen, dass der erste Theil rechts in (3*) 
seinem Betrage nach kleiner als ^ ausfällt, wenn nur 
< i^'<;i^ < A(|) ist. Verstehen wir nun imter X die kleinere 
der Zahlen x und >L(S), so ist demnach, falls nun <i?'<iy <>l 
ist, 

/ / nx,y)dx <26'. 

Dies besagt, dass das Integral J vorhanden ist. 
Nun hat man nach dem 1. Satze auf S. 2 

Jny na! -^ na!— ni? 

' Ay I fix, y)dx=^ j dx 1 f Xy y) dy. (4) 
b t/a t/a Jb 
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Setzt man auf der linken Seite von (4) 

SO gelangt man nach dem 3. Satze in X. 10 und XIV. 3 zur 
Formel 

J^ — / ^y i f(^>y)d^= I äx I f(x, \f) dy. (5) 

€/6 t/a'^e Ja Jb 

Lässt man \ zur Null convergiren, so hat das zweite Glied 
links den Grenzwerth 0. In der That findet man nach (1), 
dass wenn nur < § < ^ ist, 

f dy\ f{x,y)dx\<:€ I (o(y)dy 

6 Ja!—% I Jh 

ist. Demnach ergiebt sich aus (5) 

' dx I f{Xj y) dx 

a Jh 

d. i. es existirt auch das zweimalige Integral K. und zwar 
ist J=K, 

2. Satz. ;;Die Behauptung {8^ auf S. 13 ist auch 
richtig unter den folgenden Bedingungen: 1') fix^y) ist 
stetig in allen Punkten des Rechteckes ANMP^ das aus 
dem gegebenen ÄBÄ^B' dadurch entsteht, dass man längs 
A^B einen Streifen von der beliebig kleinen Breite NB ==» ^, 
längs ÄB^ einen solchen von der beliebig kleinen Breite 
PB' = rj abschneidet." 

„2') f(Xf y) ist im Rechtecke PRA!B^ nicht endlich, 
es existirt jedoch das Integral 

f{x,y)dy {a^xKa!) (6) 

ft 

und zwar convergirt es gleichmässig für alle Werthe 
von x\a^x^a! — | (unter § irgend eine Zahl zwischen 
und al—a verstanden) d. h. jedem e > entspricht ein (J'(g)> 
so, dass 



X' 



6'- 



, f (^; y) dy 



<e ist, wenn nur 0<r}<d\i) (7) 



ist, mag X was immer für ein Werth im Intervalle (a, a'— §) 



sein." 
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„3') f{x, y) ist auch für die Punkte des Rechteckes NBA Q 
nicht endlich und es besteht die Voraussetzung 2) des 1, Satzes/' 

Beweis. Vermöge der Bedingung 2') können wir aus 
dem 1. Satze, wenn wir nur daselbst x und y vertauschen 
und die Function f(xy y) im Rechtecke ÄNQB' betrachten, 
unmittelbar die Formel 

' dx 1 fXx, y)dy^ I dy 1 f(x, y) dx 

d.i. (4) ableiten. An dieselbe lassen sich dann die nämlichen 
Schlüsse knüpfen, wie gerade vorher. 

3. Satz. „Wenn f{x, y) sich wie im 2. Satze verhält, 

die Integrale / f(x, y) dx und / f(x, y) dy gleichmässig 

convergiren, das erstere für alle Werthe von y in jedem 
Intervalle (6, V — tj) (i^ > 0), das letztere für alle Werthe 
von X in jedem Intervalle (a, a' — |) (| > 0), und das 
Integral 

/ dy ffix, y) dx (= (x)) (8) 

für alle x im Intervalle (a, cd) d. i. für a-^x^ol existirt 
und dafür gleichmässig convergirt, so existirt auch das Inte- 
gral K und zwar ist J=* JP.'^ 

Beweis, Wir dürfen zunächst nach dem 1. Satze die 
Gleichung (4) ansetzen. Daraus können wir, weil das Inte- 
gral e7«0(a') vorhanden ist, die Gleichung (5) ableiten. 
Jetzt setzen wir aber 



' äy I f{x, y) dx = / dy / fix, y) dx 

+ / ^y I fioc,y)dx 
\ dy I f{x,y)dx. 

b' — M e/a 



(9) 



n 

Die gleichmässige Convergenz des Integrals (8) im Inter- 
valle (a,a') von x besagt, dass jedem e>0 ein d > so 
entspricht, dass wenn nur < ly < (J ist, dann stets 
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6' 



<6 



1 dy I f(x,y)dx 

sein muss, mag x was immer für ein Werth im Inter- 
valle (a, a') sein. Lassen wir nun in (9) tj einen bestimmten 
Werth kleiner als 8 sein, so sind das zweite und dritte Glied 
rechts dem Betrage nach kleiner als s. Wir können aber 

wegen der gleichmässigen Convergenz des Integrals / fdx 

im Intervalle (p,V—rj) von y dem £>0 ein d(^)>0 so 
zuordnen, dass wenn nur < § < *(^) ist 



%J a- 



f{x, y) dx 

a — $ 



<€, 



Somit erschliessen wir aus (9), dass unter der nämlichen 
Voraussetzung über | 

' dy I f{x, y)dx\< (&'- h)e + 2B^a {V- 6 + 2) 
ist. Es besteht also auch jetzt die Gleichung 

Ä rdyrf(x,y)dx = 0. 
Demnach folgt aus (5) bei lim | = + wieder die Formel 

Selbstverständlich darf man in den vorstehenden Sätzen x und 
die darauf bezüglichen Zahlen bezw. mit y und den dazu gehörigen 
Zahlen vertauschen und umgekehrt. 

Da in dem Cauchy'schen Beispiele in Nr. 2 die Integrale JundZ^ 
von einander verschieden sind, so kann das Integral 



i 



'y'"^' d.= ^ 



bei lim | = -|-0 zum Grenz werth e Null nicht gleichmässig für alle 
Werthe von y, 0<i/<l, convergiren. Dies ist auch leicht nach- 

znv^eisen. Soll nämlich 

^(y' + l'Xe (a) 

sein, so muss 



somit 



i<3,HI'. also jL_y.<(J__g)', 



VTr»-y'<T;-^ '■'■ ^<^-VTP-y' 



sein. Da nun 

stolz, Differential- n. Integralrechnnng. III. 
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,^J47-V^^-'']-' 



ist, so giebt es zu jeder Zahl d>0 solche positive Werthe von y, 
kleiner als 1, dass ^ •. i— 

ist. Es ist also unmöglich, eine positive Zahl d so zu bestimmen, 
dass wenn nur <[ J <] d ist, die Beziehung (a) besteht für jeden 
Werth von y im Intervalle (0, 1). — Eine ähnliche Bemerkung lässt 
sich an das Beispiel von P. du Bois-Reymond in Nr. 2 knüpfen. 

4. Fortsetzung. Die Beweise der Sätze der vorigen 
Nummer lassen sich unmittelbar auf den Fall übertragen, 
dass von den Grenzen aa\ hV eine z. B. a' unendlich ist. 
Dadurch erhalten wir die folgenden beiden Sätze. 

1. Satz. „Auf der Geraden y = h nehmen wir einen 
Punkt N mit der willkürlichen Abscisse X>a an (Fig. 2) 
j,. 2 und ziehen NQ parallel zur «/-Axe. 

B'(a.h') ^ X " Wir machen dann die Voraussetz- 
ungen: 1) f{x^ y) sei stetig in Be- 
zug auf X und y in jedem Punkte 
des Rechtecks ANQB^ mit Ein- 
^chluss seines Umfancfes. 2) Es soll, 
mag y was immer für ein Werth 
im Intervalle (&, V) mit Ausschluss von y ^ V sein, jedem 
6 > ein 6r > so entsprechen, dass falls nur ö<X' <X" 
ist. 







y)dx 



<£ß)(j^) (10) 



ist, worin o(jf) eine für jedes solche y eindeutig definirte, 
positive Function von y bedeutet, welche in jedem Inter- 
valle (bjV—'ri) (^ > 0) endlich und im Intervalle (6,6') 
integrirbar ist. Dann existirt natürlich (vgl. S. 389 d. I. T.) 
für jedes y: l>^y<V 



f 



QO 



f{x,y)dx. (11) 

Femer existiren die zweimaligen Integrale 
^= / dy I f{x,y)dx K=l dx I f{x,y)dy (12) 



und zwar ist J=K.^^ 
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Liegt ca(y) im Intervalle (6, V) unter einer endlichen 
Zahl Lj so kann man in (10) fCD(y) durch sL und dieses, 
da es jede positive Zahl sein kann^ wieder durch e ersetzen. 
Es kommt in diesem Falle die zweite Bedingung auf die 
sogenannte gleichmässige Convergenz des Integrals (11) 
im Intervalle (6, V) von y hinaus. 

2. Satz. Die Gleichung J ^ K gilt auch unter den 
nachstehenden Bedingungen. 1') Schneiden wir auf AB^ das 
Stück PB^^rj ab und ziehen PJf||^2^, so sei f(x,y) 
stetig in allen Punkten des Rechtecks ÄNMP. 2') f{x,y) 
ist auch nicht endlich für die Punkte des Rechtecks PMQB*] 
es ist jedoch das Integral 

b 

vorhanden und zwar convergirt es gleichmässig für 
alle Werthe von rc, a^rc<X» 3') Die Bedingung 2) 
des 1. Satzes ist erfüUt. 

3. Satz. „Wenn fix^y) sich so wie im 2. Satze ver- 
hält und die Integrale 

f f(x,y)dx I f(x,y)dy 

a t/6 

gleichmässig convergiren, das erstere für die Werthe von y 
in jedem Intervalle (b, V—ri) (ji^O)^ das letztere für die 
Werthe von x in jedem Intervalle (a, X) (X > a), so be- 
stehen die folgenden Sätze. 

a) Existirt das Integral 

»&' /»: 

f(x^y)dx 



f 



b t/a 



für alle x^a mit Einschluss von äj = + oo (also auch J") 
und convergirt es dafür gleichmässig, so ist auch das Inte- 
gral K vorhanden und man hat J ^ K, 
b) Existirt das Integral 



I dxj f{x,y)dy 

fa Jb 



für jedes y im Intervalle (6, 6'), also auch K^ und conver- 
girt es dafür gleichmässig, so ist auch das Integral «7 vor- 
handen und es ist wieder J" =^ JK".'^ ' 



1« 
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Der Satz a) ergiebt sich ganz so, wie der 3. der vorigen 
Nr.; man hat nur das Intervall (a'-~ |, cd) durch (X, od) zu 
ersetzen. Aber auch der Satz b) wird ähnlich gezeigt; nur 
geht man jetzt von der Formel 



f dxl 

a Jb 



fix, y)dy=^\ dy I f{x, y) dx (13) 



Fig. 8. 



aus/ welche zufolge des 1. Satzes giltig ist. 

5. SohlusB. Sind die oberen Grenzen a', V beide + cx), 
so müssen weitere Beschränkungen herangezogen werden^ 
wenn man der Gleichung J =^ K sicher sein will. 

1. Satz. „Es seien erfüllt die Bedingungen: 1) f{x, y) 
ist stetig in allen Punkten des Rechtecks ANMP (Fig. 3) 
zwischen den Abscissen a, X und den Ordinaten b, F, wobei 
XY willkürliche Zahlen, nur X> a und F> 6, bedeuten. 
[Ä ist der Punkt (a, fe), M der Punkt (X, Y)]. 2) Es be- 
steht die Ungleichung (10), wenn nur 6r < X' < X" ist, 
mag y was immer für ein Werth grösser oder gleich b sein. 

Dabei lässt sich die positive Function 
ca (y) von y — ft bis y = -h oo inte- 
griren. Selbstverständlich ist dann für 

jedes y'^b 1 f(x,y)dx vorhanden. 

[Wenn a> (y) für alle y^b endlich ist, 
so kommt diese Bedingung auf die 
gleichmässige Convergenz des 
letztgenannten Integrals für alle 

y^b hinaus.] 3) Das Integral / f(x, y) dy convergirt 

gleichmässig in dem beliebigen Intervalle (a, X) 
von X (S. 19). 

Alsdann existiren die zweimaligen Integrale 

J= f ^y I f{^y y) (^^ -^ = / ^^ / f(^> y) ^y 

und zwar ist J = X." 

Beweis. Weist man x das Intervall (a, X) und y das 
Intervall (6, + cx)) zu, d.h.. dem Punkte xy den unbegrenzten 
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Parallelstreifen Y'ÄNY'^^ so l'ässt sich vermöge der Beding- 
ungen 1) und 2) der 1. Satz von Nr. 4 auf die Function 
f(Xy y) anwenden. Man braucht daselbst nur x und y zu 
vertauschen. Auf diese Weise gelangt man zur Formel 

' dx j f{x,y)dy^f dy f f(x,y)dx. (14) 

Aus der Bedingung 3) ergiebt sich durch einen ähnlichen 
Schluss, wie er beim 1. Satze in Nr. 3 bezüglich de» dortigen 
Integrales J gemacht wurde, dass auch das gegenwärtige 
Integral J vorhanden ist. Nunmehr lässt sich aus der 
Formel (14) die weitere 

' dx I fix, y)dy = J-l dy I f{x, y) dx, (14*) 

a Jh Jh Jx 

ableiten. Zufolge der Bedingung 2) ist aber, wenn X>(r ist, 

' dy \ f{Xyy)dx\'^e I (o{y)dy, 

6 tJx I e/ft 

Somit hat der Subtrahend auf der rechten Seite der Gleich- 
ung (14*) bei lim X = -f- oo den Grenzwerth 0; wir finden 
daher aus ihr durch den Grenzübergang lim X «= -f oo die 
Formel 



K == I dx I f(Xj y) dy = J, 

Ja Jb 



2. Satz. „Wenn die Function f{Xy y) sich so verhält 
wie im 1. Satze, wenn die Integrale 



' f{x,y)dx I f(x,y) 



dy 



gleichmässig in den beliebigen Intervallen (&, Y)y (a, X) 
convergiren, die Integrale 



' dy fix,y)dx I dx f{x,y)dy (15) 

6 e/a t/a e/6 

gleichmässig convergiren, das erste für alle x^a, das zweite 
für alle j/>6, und wenn das eine von den beiden Inte- 
gralen J und K einen Sinn hat, so hat auch das andere 
einen Sinn und ist jenem gleich.^^ 
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Beweis. Angenommen, es existire K, Wir haben nach 
dem 3. Satze b) in Nr. 4, wenn Y> 6 ist, 



f dy I fix, y)dx^ j dx f f(x, y) dy 

^^ / f{^} y) ^^' 

Es lässt sich nun zeigen, dass 

' c?a; / f(x, y)dy = 
a Jj 



(16) 



(17) 



7= 

ist. Wir setzen 



' dx I fix, y)dy^ I dx I fix, y) dy 

a Jt Ja JT 



+ 



- / ^^ / /"C^, 2/) ^y 

Jx Jh 

-/ dx\ fix,y)dy. 

Jx Jh 



(18) 



Zufolge der Existenz des Integrals K kann man sich X so 
gross denken, dass 



J' dx I 
X Jh 



00 



<« 



(19) 



ist, und vermöge der gleichmässigen Convergenz des zweiten 
Integrals (15) für alle y^h, zugleich so gross^ dass bei 
jedem F> 6 

1 /^°o /^ F 

<6 (20) 



I dx I 

Jx Jb 



ist. Nun hat man nach dem 3. Satze a) in Nr. 4, wenn 
man nur x und y vertauscht. 



' dx I fix,y)dy=l dy 1 

a Jr ■ Jy Ja 



(21) 



Da das erste Integral (15) vorhanden ist, so lässt sich zu 
f > ein ^(X) > so ermitteln, dass wenn nur F> JV(X) 
ist. 
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dyj^ f{x,y)dx 



< € (22) 



ist. Durch Zusammenfassung der Beziehungen (18) — (22) 
gelangt man zum Schlüsse, dass wenn nur Y> N(X) ist, 
alsdann stets 



dx / f{x, 

a J T 



y)äy 



<3£ (23) 



ist, d.h. es besteht die Formel (17). Mit ihrer Hilfe ergiebt 
sich endlich aus (16) durch den Grenzübergang lim Y ^ + oo 
die gewünschte Formel J ^ K. 

6. Differentialquotient eines einfachen be- 
stimmten Integrals nach einem Parameter. 

Die wichtigste Anwendung der Sätze in Nr. 3 und 4 
bildet die Differenzirung eines bestimmten Integrals nach 
einem reellen Parameter. 

Satz.^) „Es sei für die Werthe von y: h<.y <.h + d 
das bestimmte Integral 

'V{y)'=£'f(x,y)dx, (24) 

wo 6 auch + oo sein kann, vorhanden. Wenn die reelle oder 
complexe Function f{x, y) mindestens für jedes System x y, 
worin x einen Werth im Intervalle (a, 6) mit Ausschluss 
von 6, y einen im Intervalle QijTi + et) bezeichnet, einen 
endlichen partiellen Differentialquotienten fj(x^y) nach y 
besitzt; wenn ferner für die soeben genannten Werthe 
von y das Integral 

'a 

ft! (x, y) äx (25) 

h 



£ 



existirt und gleichmässig conyergirt, so hat man 

Um ''-3l±^t:m^rf^(^^j,^äx^ (26) 

i;=-|-0 ^ Ja 



1) Derselbe Satz bei de la Vall^e-Poussin (Ann. de la soc. 
scient. de Bruxelles XVI 2. p. S. 171). Daselbst auch das 2. und 3. Bei- 
spiel. 
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Ein ähnlicher Satz besteht für den hinteren Differential- 
quotienten von V (y) bei y = ä, wobei man sich d negativ 
zu denken hat. 

Beweis. Wir haben nach dem 1. Satze in Nr. 3 oder 4, 
falls nur < iy ^ d ist, 

' dy /■;" {x, y)dx^ dx /•; {x, y) dy. (27) 

Da 

y=.h-\-ri 

/A+V 
fj{x,y)dy=^ f{x,y)^f{x,h + ii)-f{x,h) 

ist und das Integral (24) sowohl für y = h als auch für 
y = h + d einen Sinn hat, dürfen wir die Formel (27) so 
schreiben: 

/ ''dyffy'(x,y)dx-'V{h + ri)-^QC). 

Dividiren wir diese Gleichung durch iq und lassen nq zum 

Grenzwerthe + convergiren, so erhalten wir nach dem 

9. Satze in X. 6, bezw. den 8. Satz in XIV. 2 unmittelbar die 

Formel (26). 

Beispiele. 1) Mit Hilfe des vorstehenden Satzes lassen sich die 
Diiferentialquotienten der als Beispiele zu X. 22 angeführten bestimmten 
Integrale mit Leichtigkeit ermitteln. Dort sind zunächst vorgelegt die 
Integrale 

Der Kürze halber wollen wir sie zu dem complexen Ausdrucke 

F{y)^^{y)-i^{y)=.\ e^^^^—^dx 

Jo X 

zusammenfassen. Das Integral (25) ist nunmehr 



-jf 



Es handelt sich demnach darum, zu untersuchen, ob das Integral 

e(-H-yiO^^^ bei lim X = + oo 



i 



gleichmässig für alle Werthe y^ von y — d bis y-{-d zur Null con- 
vergirt. Nach S. 65 d. II. T. ist 
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also 



Somit ist 






ß(-i + yxi>^^__ 



g(— i + yiO« 
(-i + ViOZ 






(28) 



i 



00 



.— X 






— X 



in welcher Formel die soeben geforderte gleichmässige Convergenz 

liegt, da ^"''^bei lim X = -f 00 zur Null convergirt. Wir finden 
demnach 



FXy) = -if 



00 



d.h. nach der Formel (28), wenn darin y^—y X=0 gesetzt wird, 

W ^_yi ,^y, ^J^yt' 

Dies Ergebniss stimmt mit dem a. a. 0. gefundenen überein. 

Noch leichter sind die übrigen Beispiele a. a. 0. zu erledigen. 

Bei der Untersuchung eines bestimmten Integrals, das 

einen Parameter enthält, auf gleichmässige Convergenz in 

Bezug auf ein Intervall desselben thut, wie die folgenden 

Beispiele lehren, die partielle Integration oft gute Dienste. 
2) Wenn wir in dem Integral 

unter dem 1 nach y differenziren, so erhalten wir das nach dem Satze 
in X. 12 convergente Integral 



00 



Dasselbe convergirt gleichmässig für alle 2/> 6, unterfe irgend 

eine feste positive Zahl verstanden. Wir haben nämlich bei partieller 
Integration 

2«' 






iccos yx 



+^X {rr^'-öW'h"'^"''" 



{l+x^)y 2/, 
und schliessen hieraus, weil 

xcosyx XcosyX lfm a;cosya; XcosyX 



ist, 



{l+x')y {1 + X')y «:= + « (i^_aj2)y (l + X')y 



J/» 00 
f x sm y 



dx 






00 



2 a;' 



(1+x«) 



2\« 



dx 



1 
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Die rechte Seite enthält y gar nicht und convergirt bei lim X « -|- oo 
zur Null; es ist somit die obige gleichmässige Convergenz in der That 
vorhanden. 

Da man, wenn y>0 gegeben ist, zwischen und y noch immer 
eine Zahl h einschalten kann, so gilt dem Vorstehenden zufolge die 
Formel 

««•'(j/)=-jr"^fi^rf^. (29) 

3) Noch sei vorgelegt das Integral^) 



-X 



QO 



Y (y) « I cos [x^ — yac] dx. (30) 

Es macht schon einige Mühe, sich davon zu überzeugen, dass dieses 

Integral einen Sinn hat. Doch dürfte es genügen zu bemerken, dass 

man nur im Integral (30) nach X. 15 für x denjenigen Zweig der durch 

die Gleichung 

x^ — yx = z 

definirten algebraischen Function von z, welcher zugleich mit z ins 
Unendliche wächst, einzuführen und hierauf den Satz in X. 12 an- 
zuwenden hat. — Differenzirt man in (30) unter dem I nach t/, so gelangt 
man zu dem Integral 

J/» oo 
f XBm{x^—yx)dx^ 


das sich nach dem soeben erwähnten Verfahren als vorhanden erweist. 
Dasselbe convergirt gleichmässig für alle Werthe von y, deren 
Betrag eine beliebig gegebene positive Zahl B nicht über- 
steigt. Dies lässt sich so zeigen. Wir finden durch Zerlegung der Function 



unter dem 



/ 



-i 



00 



JB(X)=I XBm(x^—yx)dx 



00 



Jx 3a; 

+ 



^ sin{x^—yx)dx 



(31) 



Das erste und zweite Integral rechts convergiren, wie durch partielle 
Integration erhellt, gleichmässig für alle Werthe von y. In der That 
haben wir z. B. für das erste 



1) üeber dieses Integral, das in der Theorie des Regenbogen s 
vorkommt, vgl. Stokes Math, and phys. Paper s II. S. 332. 



! 
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00 



Jx Sx ^ " ^ Sx 3jx X* 



coB(X»-yX) 1 f"'coB{ x»-yx) j 



.... sx S fy X 

somit ist «^ 

I — ^ — -8m(x^—yx)dx <— ^ + — I —5- = 



2 
3-X^ 



wobei die rechte Seite y nicht enthält und bei lim X = + cx) zur Null 
convergirt. Das dritte Integral in (31) ist seinem Betrage nach kleiner 
als 



Jx X' 2X^ 



Nach allen diesem giebt es zu jedem s ]> eine von y nicht ab- 
hängige Zahl ö^>0 so, dass wenn nur X^ G ist, jedes der drei 
Integrale in (31) seinem Betrage nach kleiner als £ ist. Daraus folgt, 
dass wenn X> G^ und \y\^B ist, alsdann stets 



Ä(^i<.(i+|+^) 



ist, wodurch die obige Behauptung erwiesen ist. 

Demnach gilt für jeden Werth von y die Formel 

/»OD 

M" (y) = 1 x sin (x^— yx) dx. (32) 

Differenzirt man neuerdings unter dem I nach y, so erhält man ein 
Integral ohne Sinn. Das Integral ^ 

J(*x 
] x^co8(x^—yx)dx 


convergirt nämlich bei lim X = -f- 00 nicht zu einem endlichen Grenz- 
werthe, wie sich durch die früher erwähnte Substitution für x in Ver- 
bindung mit der Bemerkung ergiebt, dass ein Integral von der Form 



J/^oo 
f .0 



z) cos z dz 

unmöglich convergiren kann, wenn il}(z) sich bei lim;? = -|-cx) monoton 
einem endlichen , von Null verschiedenen Grenzwerthe c nähert. [Wäre 
es nämlich vorhanden, so würde auch 

J/»00 /»oo /»oo 

[ t/> (z) cos zdz — j (t/; (£?) — c) cos zdz= j c cos z dz 
a Ja Ja 

einen Sinn haben, was ja nicht der Fall ist.] 
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7. Fortsetzung. Für den Fall, dass wie beim Inte- 
gral (32) das Integral (25) ohne Bedeutung ist, hat de la 
Vallee-Poussin^) ein anderes Verfahren angegeben, um 
den DiflFerentialquotienten des Integrals (24) zu ermitteln. 
Es sei z. B. vorgelegt das Integral 

und zwar soll es einen Sinn haben für alle y im Intervalle 
(b, V). Dabei nehmen wir an, dass sowohl f(x^ y), als 
auch fy(x, y) in allen Punkten eines jeden Rechteckes ANQB^ 
(Fig. 2 auf S. 18), stetig sei. Mithin ist 

f{^, y) - fi^y &) -- / fj{^y y) dy. 

Integriren wir die beiden Seiten dieser Gleichung nach x 
von X ^ a bis x^ X und machen den Grenzübergang 
lim X = + oo, so finden wir 

0(y) » <t)(&) + lim 1 dx lfy'{x,y)dy. 

Nun ist nach dem 1. Satze auf S. 2 

j^X ny ny nx 

I dx I fy{x,y)dy^j dy 1 fj(x,y)dx, 
also 

' dy\ nk^,y)dx. (33) 

6 e/« 

Wenij nun 

' dy\ fJ{oc,y)dx^l dy I fy\x,y)dx 

b t/« «/* t/« 

ist, so ergiebt sich aus (33) 

0(y) = <D(6) + fdy f fj{x, y) dx. 

Jh Ja 

Wir haben demnach 






1) Vgl. Ann. u. s. w. S. 173. 
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Sollte indess das letzte Integral ohne Bedeutung sein, 
so kann gleichwohl die Formel (33) zur Entwickelung 
von <i>(y) führen. Dies ist sicher dann der Fall, wenn 
man eine solche Zerlegung: 

herstellen kann, dass 



(34) 



lim 
ist, und das Integral 



/ 



y)dy = 



(35) 



t/a 



00 



y)dx 



gleichmässig im Intervalle (&,&') von y convergirt. 
In der That hat man zufolge (34) 



b nj a t/& 



- dy 

Jh Ja 

Jb ^^^'^ 

V f dx j 

Ja Jb 



y)dx 



dy 



(36) 



Nach dem 1. Satze in Nr. 4 ist nun 

' dx j xl;(x,y)dx^ I dy 1 ilj(Xyy)dx, 

a J y Jb Ja 

Vermöge dieser und der Formel (35) ergieht sich aus (36) 
durch den Grenzübergang lim X = + oo 



x= 



' dy\ fy{x,y)dx^l dy f 

b Ja Jb Ja 



Berücksichtigt man diese Umformung in der Gleichung (33), 
so gewinnt man daraus sofort die Formel 



■/ 



QO 



'^{x, y)dx. 



(37) 
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Den vorstehenden Satz kann man auf das Integral (32) anwenden. 
Wir finden 

fy (oc,y)^-x* cos (x^- yx) 
und setzen 



X 



x^ cos {x^— yx) dx 



-S 



^Sx^—y 



cos («*— yx) dx 



+ 



+ 



^ f cos («'— yx)dx= — ^ — - — 2 — L 
3Jo ^ 8 



Nunmehr ist 



y r 

Vo 



cos {x^^yx)dx. 



(38) 



Jj^{X,y)dy^-~ C\m{X^--yX)dy^- 



cos(X»-yX) 



_ cos (X«- hX)- cos (X« - yX) 

3X ' 

es besteht mithin die Formel (36). Femer convergirt das Integral 



co^(x^—yx)dx 



I 



<x> 



gleichmässig in jedem endlichen Intervalle von y d. i. wenn nur 
y\^B ist. Hierzu braucht man nur zu bemerken, dass 



i 



ao 



coQ{x^—yx)dx 



Jx 3x' 



+1 



cos {x^'—yx)dx 
cos (a?*— yx) 



dx 



ist und der erste Theil rechts bei partieller Integration den Ausdruck 



sin(X»-2/X) 2 /'*sin(a;»-3/aj) 



3X^ 



J/»oo • 
r si] 



X' 



dx 



liefert. Demnach ist 



i 



oo 



GO^{x^-'yx)dx 



^3X« "*"3jx a;»"^3j;j: a?*^ 



2 J5 

also kleiner als ^^^^ + -^-^^» wodurch unsere Behauptung als richtig 

erwiesen ist. 

Demnach dürfen wir aus der Formel (38) schliessen, dass 



H"'(j/)=-ijr" 



cos (a?*— yx) dx = — ^^{y) 



ist. ^{y) genügt somit' der linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung 

^ + 3 ^^- 
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8. Weitere Anwendungen der Sätze in Nr. 3 — 5. 

Die Gleichung J ^ K liefert, wenn alle Integrationen 
bis auf eine ausführbar sind, den Werth eines bestimmten 
Integrals. 

Beispiele. 1) „Wenn < a < 5 ist, so hat man 

( dxl e-'^Fdy^l dy l e-^'^dx.'-' (38*) 

Ja Ja Jo 

Dies folgt unmittelbar aus dem 1. Satze in Nr. 4, da 
' e~"*^daj = also 1 e~^^dx<e 

X y Jx 



, — (tX „ 



u 



00 



ist, somit 1 e ^^ dy gleichmässig im Intervalle (a, 6) von y con- 



vergirt. Aus (38*) ergiebt sich durch Ausführung von drei Inte- 
grationen die Formel 

Man wird leicht die folgenden allgemeineren Formeln beweisen. 
Es seien die Function q){u) und ihr Differentialquotient <3p'(t*) für 
jedes positive u stetig, und es habe q>{u) bei lim«* = -|-oo und bei 
liiiit^ = -f-0 endliche Grenzwerthe x, X. 

Alsdann gilt die Formel 

' dxl (p'{xy)dy = l dy 1 cp\xy)dx. 

«ya Ja Jo 

Daraus ergiebt sich durch Ausführung von drei Integrationen die 
F rullani'sche Formel 



X 



cp{hx)-^{ax) ^^ . ,,,/& 



^ 



dx^{%-X)l{-\ {0<a<b). 



2) Ebenso einfach zeigt man, dass 

JC"^ dx f%^'-y'^^'^'dy=^ f^'dy f e^' ^ -^ ^'^ "^ dx (a>0, & ^ 0) 
Jo Jo Jo 

sein muss, woraus dann die Formel 

folgt. Jo 00 \ h J 

3) ^) Wir haben auf S. 392 d. I. T. die Formel 

e '^^ sin xy dy '^-^-r-—^ (a>0). 



i 



a^ + x' 



1) De la Vallee-Poussin a. a. 0. S. 167. 
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Daher ist nach X. 12 



axl e "»'sinici/at/« I — ^i — r 



Es ist nun 



cosa? , / _ai/ • j I — awj I cosicsmya;, ,__. 
dx I e ^^smxy.dy^j e ^ dy I ^— da;. (39) 

um diese Formel zu beweisen, zerlegen wir das Intervall (0, cx)) von y 
in drei Theile (0, 1), (1, 6), (5, (X>\ wo 6 > 1 ist. Dann ergiebt sich zu- 
nächst aus dem 1. Satze in Nr. 5 bei Yertauschung von x und y, dass 



coBX Bmyx 

X 



XQO /»OD /»OD /» 

^dxj e-''yBmxy.dy=^l e-^^dyl 

ist. Denn erstens convergirt 

cosa;/ c "^ ^dy 

Jo aj ^ 

gleichmässig für alle ^]>0. Es ist ja \sinxy\: xy<^l, somit 

Zweitens convergirt 

— flw /**C08a;sinva; , 
Jo a; 

gleichmässig für aUe y > 6. Setzen wir 

2 cos X sin t/a; — sin (y + 1) a; + sin (y^l)x^ 



dx (40) 



cosa; 



(41) 



SO haben wir 



i 



00 



cos X Sin yx 

X 



d 



/» 00 • 

1 / Sl 

a;=— 1 - 
2jz 



sin (y-\-l)x 



X 



dx-\- 



1 r*- 



sin (y — 1) a; 



a; 



da;. (42) 



Durch partielle Integration erhalten wir, wenn nur y nicht gleich 1 oder 
— 1 ist. 



Je * sin {y : 
X ^ 



+ l)aj 



00 



dx=^ 



cos {y + 1) 



a; 1 r 

{y±^)Jx 



00 



cos (2/ ± 1) a; 



a;^ 



(i/±l)aj 
cos(i/ + l)X 1 /"" cos (y + 1) a; 



dx 



-H)X 1 /* 

1)X (2/±l)J^ 



(2/±i)^ (t/t-D./y a; 

Falls nun y^b ist, so ergiebt sich demnach aus (42), dass 



dx. 



(48) 



l 



00 



cosaJsmvÄ; , 
^—d 

X 



X 



^ 2(6+1) Ix^x ^*J 



d, i. kleiner als 



1 1 ri c^dxi 
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11, 1 26 1 



(6+1) X ' (ft — 1)X 6* — 1 X 

ist. Darin liegt aber die gleichmässige Convergenz des Integrals (41) 
für 2/>&. 

Ferner haben wir vermöge des Satzes 3 b) in Nr 4 

Ji cos sc t i i cos oc 
f dx i e"^^ sinyxdy= I e~^^ dy 1 sinyxdx. {4:4:) 
^ Jo Jo Jo « 

Denn erstens convergirt das Integral (41) gleichmässig in jedem Inter- 
valle (0, 1 — rj) von 2/, wo t] > ist. Dies zeigt wieder die Formel (43). 
Zweitens convergirt das Integral 

JI cos X i ^ 
I dx I e ^^ sinyxdy 
^ Jo 

gleichmässig im Intervalle (0, 1) Yony. In der That ist nach der 
Formel (7 b) auf S.267 d. I. T. 

Je * cos X /* ^ — 

_ /'^'cosa; e~^*'^(—a9inyx — xcoQyx)-\-x _ f ^ coa x (1— e~ ^^ cosy x) 
Jx X a^-\-x^ Jx a* + a?* 

— av /**8inya;cosa; , 
Jx aj(a*+ic*) 

Jf**cosa; , Cv ^ay • j I ^o /** ^^ 
f dx I e "'^ 9inyxdx\<C2 I —^—, — 5- 
X ^ Jo ^ \^ Jx a' + ^' 



dx 2-f-ö& 






wodurch auch die zweite Behauptung gerechtfertigt ist. 

Auf die nämliche Weise gelangen wir endlich zur Formel 

] I e ^Bmyxdy^l e ^ dy 1 ainyxdx.Ub) 

^ Ji Ji Jo ^ 

Durch Addition der Gleichungen (40), (44), (45) erhalten wir 
schliesslich die Formel (39). 

Die beiden Integrationen auf der rechten Seite derselben lassen 
sich ausfuhren. Setzen wir in (42) X = und bemerken, dass je nach- 
dem u positiv oder negativ ist, 



I 



*sint*a? , , 7t 
dx = -\-—i 



ro X - 2 

so finden wir, je nachdem y grösser oder kleiner als 1 ist, 

Jr*cosa;sini/a; , 1 ( 7t 7t] ^ . 7t ^ 
^_d^= J4__ } d.i.— oder 0. 
X 2\2^2j 2 

Wir erhalten somit nach (39) 

Jo »«+«* 2J1 " 2a 

Stolz, Differential- u. Integralrechnung. III. 3 
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Diese Formel ist uns schon aus 11. S. 233 bekannt. Ersetzt man 
darin x durch ax^ so ergiebt sich das auf S. 25 angeführte Integral 



r^^.dx^^e-^ 



woraus wir nach der Formel (29) die weitere, 



X 



dx^—e ^ 



1 + x^ 2 

ableiten können. 

4) Das Integral*) 



B(a,|8)= / x^'-^(l-xy-^dx (« > 0, ß>0) 
geht durch die Substitution 

über in das Eule rasche Integral erster Art (vgl. I. S. 406), 



es ist nämlich 



B(«,«-/"^l|^* («•) 



Dasselbe lässt sich, wie wir jetzt zeigen wollen, durch 
Gammafunctionen darstellen. 

Führen wir in dem Ausdruck der letzteren a. a. 0. 

anstatt x hx ein, wo Je positiv sein soll, so können wir die 
Formel auch so schreiben: 



p^ / a^-^e-^'^dx. 



Wir finden demnach, indem wir Ä = l+y, t*«=a + /3 nehmen 
und das so erhaltene Integral anstatt 1:(1 + «/)"+/* in (45*) 
einsetzen, die Formel 



r-^dyj x^-^l'-U-^-^ydx. (46) 

1) Das Zeichen B{cc, ß) hat Binet eingeführt (J. de l'fic. polyt. 
Cah. 27 p. 131). 
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In diesem zweimaligen Integrale kann die Reihenfolge 
der beiden Integrationen umgekehrt werden, ohne dass sein 
Werth sich ändert, d. h. es besteht die Gleichung 



t/ 






dy. 



(47) 



Dies lässt sich leicht mit Hilfe der Sätze in Nr. 4 und 5 
zeigen.^) Wir werden den Nachweis der Formel (47) in 
XVIII, 16 auf Grund des Ümstandes, dass die Function 

ein uneigentliches Doppelintegral über den Winkel XOY 
besitzt, liefern. 

Machen wir hinter dem zweiten / auf der rechten Seite 
von (47) die Substitution xy = u, so geht sie über in 

/ x^-^e-'^dx/ w«-ie-«flfw = r(/3)r(a). 

Somit gelangen wir mittelst der Formeln (46) und (47) zur 
Eul er 'sehen Formel^) 

1) Man zerlegt die linke Seite von (47) in die drei Theile 

I dy I F(x,y)dx+I dy 1 F{x,y)dx 

e/o c/* «/« 

+ 1 dyl F{x,y)dx, 
Jf> Jo 

worin a und h beliebige positive Zahlen sind, und wendet auf den 

ersten den 2. Satz von Nr. 4, auf den zweiten den I.Satz von Nr. 6, 

endlich auf den dritten den 3. Satz b) von Nr. 4 an. 

2) Die Formel (48) rührt von Euler her (vgl. dessen Integral- 
rechnung, deutsch von Salomon IV. B. S. 89), wozu zu bemerken ist, 
dass nach Euler 

r(w) = / \i-\ dx 



-lY^'' 



zu setzen ist. Für dieses Integral führte Legendre später das 
Zeichen V{u) ein. Der hier angedeutete Beweis der genannten Formel 
stammt von Dirichlet (vgl. Meyer, bestimmte Integrale 1871 § 43) 
und wurde von de la Yallee-Poussin (a. a. 0. S. 175) verbessert. 
Einen dritten Beweis der Formel (48) s. XVIII, 20. 



y* 
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B(a,^)--j^^-py, (48) 

lässt man darin /J =* 1 — a sein, so erhält man mit Rück- 
sicht darauf, dass r(l) = 1 ist, und auf die Formel (18) 
auf S. 434 d. I. T. im Falle, dass < « < 1 ist, die Gleichung 

(/'C^!'-);^-rWra-«). 

Hieraus ergiebt sich durch die Annahme a ■= 1 : 2, neuerdings 
die Formel ^ ~ / 1 x 

V« = r(i). 



XVII. Abschnitt. 

Das eigentliche Doppelintegral. 

1. Der stetige Bereich von zwei Dimensionen. 

Bezeichnen wir die Gesammtheit aller reellen Zahlen als 
eine Mannigfaltigkeit von einer Dimension^ so heisst die 
Gesammtheit aller reellen Zahlen zwischen zwei bestimmten 
von ihnen mit Einschluss derselben ein aus der genannten 
Mannigfaltigkeit herausgehobener stetiger Bereich. Bevor 
wir zur Erklärung des eigentlichen bestimmten Integrals 
einer Function einer Veränderlichen x schreiten, haben wir 
die letztere auf einen solchen Bereich, nämlich den von den 
Grenzen des Integrals eingeschlossenen, zu beschränken. 
Ebenso geht der Erklärung des eigentlichen Doppelintegrals 
einer Function von zwei Veränderlichen xy vorauf die Be- 
schränkung der letzteren auf einen (d. i. einen zusammen- 
hängenden) stetigen Bereich von zwei Dimensionen, 
welcher der von allen Systemen (oder Stellen) von zwei 
von einander unabhängigen reellen Zahlen a?, y gebildeten 
Mannigfaltigkeit (von zwei Dimensionen) angehört. 

Die rein analytische Erklärung eines derartigen Bereiches 
als Punktsystem gestaltet sich etwas umständlicher, als die 
des stetigen Bereiches von einer Dimension. Dagegen ist 
die geometrische Darstellung des zweidimensionalen Conti- 
nuums allgemein geläufig, weshalb wir sie zunächst bringen 
wollen. — Denken wir uns die Zahlen xy als rechtwinklige 
Coordinaten in der Ebene XOF construirt, so erscheint als 
stetiger Bereich von zw^i Dimensionen jede im End- 
lichen liegende, von gewöhnlichen einfachen Rändern 
in endlicher Anzahl begrenzte Fläche 5- 

Als gewöhnlich bezeichnen wir aber eine geschlossene 
oder oflFene Linie, welche mit jeder Parallelen sowohl zur 
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X', als zur y-Axe höchstens eine bestimmte Anzahl von 
Punkten gemein hat. Dabei sind, falls die Linie eine ganze 
Strecke weit mit einer solchen Geraden zusammenfallen sollte, 
in jene Anzahl nur die beiden Endpunkte der Strecke auf- 
zunehmen. Demnach gehört zu den gewöhnlichen Linien 
insbesondere jede zu einer der beiden Axen parallele Strecke. 
Die den Punkten einer Fläche 5 von der angegebenen 
Beschaffenheit entsprechenden Werthsysteme xy lassen sich 
analytisch durch Ungleichungen charakterisiren, wodurch die 
geometrische Form ihrer Erklärung abgestreift wird. Z. B. 
anstatt des auf S. 12 gezeichneten Rechteckes ABA! B^ kann 
man, wie bereits bemerkt, sagen: Gesammtheit aller Systeme 
xyy wobei x und y den Bedingungen genügen, dass 

a<x^a' l-^y^V , (1) 

ist. Die Gesammtheit aller Systeme xy^ welche die Beziehung 

^2+y2^y2 (2) 

erfüllen, ist gleichbedeutend mit der Fläche des Kreises, 
welcher vom Anfangspunkte mit dem Radius r beschrieben 
wird. U. s. f. 

Um auszudrücken, dass ein Bereich nicht in getrennte 
Theile zerfalle, fügen wir zu den Ungleichungen die Be- 
stimmung: „Sind (a, ft) und {a\ V) irgend zwei Stellen des 
Bereiches und sind a und a' von einander verschieden, so 
muss es zu jedem Werthe x zwischen a und a' mindestens 
eine Stelle xy im Bereiche geben. Desgleichen muss es, 
wenn b und V von einander verschieden sind, zu jedem 
Werthe y zwischen b und V mindestens eine Stelle xy im 
Bereiche geben.^) 

Man kann die zusammenhängende Fläche in der ^r^z-Ebene 
mit einem Vorzeichen versehen und zwar gilt sie als positiv 
oder negativ, je nachdem der äussere Rand in Bezug auf 
einen innerhalb der Fläche aufgestellten "Beobachter im posi- 
tiven oder negativen Sinne beschrieben wird (XI. 3). Als 
positiv gilt die der Drehungsrichtung des Uhrzeigers ent- 



1) Die rein analytische Erklärung eines stetigen Bereiches von be- 
liebig vielen Dimensionen findet man in Nr. 15 angeführt. 
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gegengesetzte. Wenn die Fläche als Integrationsgebiet 
für ein Doppelintegral auftritt, so denkt man sie sich immer 
mit ihrem Zeichen genommen. 

8. Die Theilungen des Integrationsgebietes 5- 
Das Plächenstück fj wird mit einem System von geradlinig 
begrenzten Zellen überdeckt. Am einfachsten wird dies 
dadurch bewerkstelligt, dass man über die Fläche g ein 
System von Parallelen zur Axe OX und eines von Parallelen 
zur Axe OT zieht. Sind OÄ = a und 0-1' =a' (Fig. 4) 
die äussersten Werthe unter den Abscissen der Punkte des 

Fig. 4. 




äusseren Randes von 5; so zerlege man a' — a in beliebig 
viele mit a^ — a gleichbezeichnete Theile 8^8^ , , , 8^^ so dass 

a'-a = (y,+ d2+-- + d^ (3) 

ist, und ziehe durch die Punkte ÄA^ . . . Am—iA^ auf der 
Axe XX' mit den Abscissen 

C^o^^ dj (ll = d -\- 8^ , . . ar = COr^i + tf r • • • ö^m= Ö^m--1+ ^m== öt' (4) 

die Parallelen zu dieser Axe. Desgleichen wird der Unter- 
schied der äussersten Werthe OB = i OB' ==V unter den 
Ordinaten der Punkte jenes Randes in beliebig viele mit V — i 
gleichbezeichnete Theile ^^ . . . £„ getheilt, so dass 

&' — & = f 1 + f 2 H 1- ^n (5) 

ist, und durch die Punkte BB^ . . . Bn—iB' auf der Axe TY' 
mit den Ordinaten 
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die Parallelen zur a;-Axe gezogen. Dadurch wird das 
Rechteck EFE^F\ welches die Fläche % umschliesst, in 
mn Rechtecke getheilt, worunter im Allgemeinen drei Klassen 
zu unterscheiden sind, nämlich 1) diejenigen^ zu welchen 
kein Punkt 5 gehört, 2) diejenigen, welche nur Punkte 
von % enthalten, und endlich 3) jene, zu welchen sowohl 
Punkte von % als auch andere Punkte der Ebene gehören. 
Von der Gesammtheit der die zweite und dritte Elasse 
bildenden Rechtecke sagen wir, dass sie das Gebiet % 
gerade bedecken. [In dem besonderen Falle, dass das 
Rechteck EFE''F' zwischen den Abscissen a, a' und den 
Ordinaten 6, 6' selbst das vorgelegte Gebiet ^ ist, entfallen die 
erste und dritte von den obigen Klassen.] — Alle Rechteckchen 
M M' M'" M" = MM' . MM"= drS, (worin M, M\ M'\ Jtf' " 

bez. die Punkte («r-i, &«-i), («r, &*-i), (»r-i, bs), («o bs) 
bedeuten) sollen dasselbe Zeichen besitzen, wie die Fläche 5, 
deren Zeichen als gegeben vorausgesetzt wird. Demnach 
hat der Umlauf MM'M^'M" in dem nämlichen Sinne zu 
erfolgen, wie der des äusseren Randes von §• ^^^ End- 
punkte einer Seite, welche zweien Rechteck chen gemein ist, 
erscheinen in den Ausdrücken derselben in entgegengesetzter 
Aufeinanderfolge. Da dr und a' — a einer-, £, und V —h 
andererseits, und endlich drSg und % das nämliche Zeichen 
haben, so müssen a' — a und V —h so bezeichnet sein, dass 
ihr Product im Zeichen mit % übereinstimmt. Dies kann 
man in der That erreichen, da es freisteht, von den Zahlen 
a, a' bezw. 6, V a bezw. 6 die kleinere oder grössere sein zu 
lassen. Wir können uns in dieser Hinsicht auf die eine 
Annahme beschränken, dass 5; d^ — cb und V —h positiv 
sind, dass also a<a\ b <V ist, da alle übrigen sich ohne 
Weiteres darauf zurückführen lassen. Sodann lassen wir 
sowohl die d^, als auch die Sg unbeschränkt und unbegrenzt 
abnehmen, wodurch jedes der mn Rechtecke d^a, kleiner 
werden kann als irgend eine vorgegebene Zahl. 

Die vorstehende Zerlegung des Gebietes ^ ist jedoch 
nicht immer zweckmässig; die wahren Elemente einer Fläche 
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sind vielmehr die Dreiecke. Wir werden daher manchmal 
über die Fläche § ein System von Dreiecken r, Tg . . . r„ aus- 
breiten, welche das Gebiet ^ gerade bedecken und dabei 
in ihrem Zeichen mit § übereinstimmen. Es werden also 
im Allgemeinen einige von ihnen über die Begrenzung von % 
hinausragen. Ist t^ die Dreiecksfläche M^ M^ Jfg, so ist r^ 
etwa die Fläche M^ M^ M^, wobei M^ und M^ auf entgegen- 
gesetzten Seiten von M^ M^ liegen u. s. f. In den Formeln 
bezeichnen r^r^ . . . stets die Inhalte der bezüglichen Drei- 
ecke. Uebrigens macht es darin gar keinen Unterschied, wenn 
wir r^ Tg . . . r„ irgend welche gewöhnliche^) Vielecke bezw. deren 
Zahlen sein lassen, wenn sie nur das Gebiet % ganz über- 
ziehen. Wieder brauchen wir sie, sowie die Fläche % selbst, 
nur als positiv vorauszusetzen. 

Um zu bewirken, dass ein solches Vieleck tr sich nach 
den beiden Dimensionen der Ebene unbegrenzt verkleinere, 
lassen wir blos seinen Durchmesser dr d. h. die grösste unter 
seinen Sehnen (wozu auch seine Seiten zu rechnen sind) un- 
begrenzt abnehmen. Dann wird sein Inhalt, den wir eben- 
falls mit tr bezeichnen, unter jede vorgegebene Zahl 8 sinken 
können. Es ist nämlich stets trKdr^, mg.h. 

Um dies einzusehen, denke man sich in 
Fig. 5 dr= DD' verzeichnet und in den ^ 
Endpunkten dieser Strecke Senkrechte 
auf dieselbe errichtet. Alsdann ist klar, j^ 
dass kein zu tr gehöriger Punkt ausser- j^ 
halb des von ihnen gebildeten Parallel- 
streifens liegen kann und dass, wenn die von DD' am 
vreitesten entfernten Punkte des Randes von tr sich in den 
Abständen DE = h und DE'=h' zu beiden Seiten von DD' 




1) Unter einem gewöhnlichen Vielecke verstehen wir eine 
von einem, aus geraden Strecken bestehen- 
den Rande, der sich selbst nicht schneidet 
(wohl aber sich selbst berühren kann, wie z. B. 
das Sechseck ABCADEFDÄ in Fig. 5*), 
begrenzte Fläche. Im Folgenden bedeutet 
„Vieleck", wenn nicht das Gegentheil aus- ^ 
drücklich bemerkt ist, stets ein gewöhnliches Vieleck. 
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befinden, h + h^ ^ d^ sein muss. Die Fläche tr muss also 
innerhalb des Rechtecks EE^F'F liegen, folglich kleiner 
als dr^ sein. — Demnach erhalten wir Tr < (J, wenn wir nur 

dr < Vä machen. 

2*. Abschätzung der Summe aller Vierecke rr, 
welche sämmtliche Punkte einer gegebenen gewöhn- 
lichen Linie enthalten. 

Im Folgenden werden wir manchmal der Bemerkung be- 
dürfen, dass die gerade erwähnte Summe durch gehörige Ver- 
kleinerung der einzelnen Vielecke tr beliebig klein werden 
kann. Um dieselbe ausser Zweifel zu setzen, haben wir 
für diese Summe eine Grenze aufzustellen, welche von 
ihr nicht überschritten und dabei selbst beliebig klein ge- 
macht werden kann. Namentlich kommt öfters die Summe 
aller Vielecke tr in Betracht, welche von einem und dem- 
selben Rande von % durchsetzt sind. 

1. Sata.^) „Benutzen wir die Eingangs der vorigen Nr. 
erwähnten Systeme von Parallelen zur x- und zur t/-Axe, 
welche das Rechteck EFE'F' (FigA) zwischen den Abscisgen 
a, a' und den Ordinaten &, 6' in Rechtecke drSs theile^, so 
möge A der grösste unter den Theilen dr in (3), E der grösste 
unter den Theilen Sg in (4) sein. Eine Parallele zur x-Axe 
möge die gegebene, geschlossene oder offene Linie r, die das 
Rechteck EFE^F' nicht verlässt, höchstens in p, eine 
Parallele zur t/-Axe höchstens in q Punkten schneiden. 
Bedeutet dann Q die Gesammtlänge der Projection von r auf 
die t/-Axe (d.i. die Summe der absoluten Längen der Pro- 
jectionen der einzelnen Stücke von r, bei deren Durchlauf ung 
sich 1/ stets im nämlichen Sinne ändert), so ist die Summe Z^ 
derjenigen Rechtecke drSg, zu denen Punkte von r ge- 
hören, stets kleiner als AQ + 2q£(a^—a).^^ 

„Dabei ist, da die Strecke zwischen den Punkten B und B' 
auf der y-Axe durch die Projection von r auf diese Axe 
nicht öfter als p mal bedeckt werden kann, Q'^p (&'—&)." 

1) Picard (Traite d' Analyse! S. 96) schätzt 1^ nach einem ähn- 
lichen Verfahren ab, wobei indess die Länge von r benutzt ist. — 
Vergl. zum 1. Satze einen Nachtrag am Schlüsse des Bandes. 
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,,Ist die Linie r geschlossen, so sind p und q gerade 
Zahlen." 

Beweis. Wir addiren zunächst diejenigen Rechtecke SrSg 
der Summe Z^, in welche r den nämlichen Werth hat. Dabei haben 
wir zu unterscheiden, ob in einem solchen Rechtecke sich ein 
Stück der Linie r befindet, welches von einer der beiden zur 
x-Axe parallelen Seiten desselben bis zur andern reicht, oder 
nicht. Im ersten Falle bemerken wir vor Allem, dass das 



Fig. 6. 



Fig. 7. 



Fig. 8. 








bezügliche Rechteck nicht grösser als Ae, ist. Hat r mit 
jeder von diesen beiden Seiten nur je einen Punkt gemein 
(Fig. 6), so ist Sg gleich der Projeetion des innerhalb unseres 
Rechteckes liegenden Stückes von r auf die y-Axe; wechselt 
aber die Ordinate von r innerhalb des Rechtecks den Sinn ihrer 
Aenderung oder hat r auch nur mit einer von ihnen mehr als 
einen Punkt gemein, so ist «, kleiner als die Summe der Pro- 
jectionen der innerhalb des Rechteckes liegenden Stücke von r, 
in deren jedem sich y in demselben Sinne ändert, auf die y-Axe, 
Die Summe aller dieser Rechtecke übersteigt A Qr nicht, 
worin Qr die Summe der Projectionen aller in dem Streifen, 
welcher von den Geraden x = ar—i und x = ar gebildet wird, 
befindlichen Stücke von r bedeutet. 

Im zweiten Falle befinden sich innerhalb des Rechteckes 
ein oder mehrere Stücke von r, wovon keines mit beiden zur 
x-Axe parallelen Seiten je einen Punkt gemein hat. Ein 
solches Stück schneidet daher entweder zwei andere Seiten 
des Rechteckes je in einem Punkte oder eine Seite des- 
selben in zwei Punkten. Das erstere Vorkoramniss wird 
durch die in der oberen Reihe von Fig. 7 befindlichen Recht- 
ecke, das letztere durch das in der unteren Reihe dargestellt. 
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Um die Anzahl dieser Rechtecke abzuschätzen, nehmen wir 
an, dass der Streifen zwischen den Parallelen zur j/-Axe 
a;«ar— 1 und x = ar g Stücke von r, welche jede von ihnen 
je einmal schneiden, h Stücke, welche blos die erstere und 
i Stücke, welche blos die letztere und zwar immer in je 
zwei Punkten schneiden, enthält. Da zu jedem solchen Stücke 
von r zwei Rechtecke der in Rede stehenden Art gehören 
können (vgl. Fig. 8), so giebt es davon im genannten Streifen 
höchstens 2{g + h + 1), Die Gerade x = ar^i hat mit r g + 2h, 
die Gerade x==ar g + 2i Punkte gemein. Es ist aber 
g+2i <q und^ + 2Ä < g; folglich 2{g + h + i)£2q. Die 
Summe aller Rechtecke der zweiten Art kann daher 2qEdr 
nicht überschreiten. Somit ergiebt sich als eine obere Grenze 
für die Summe aller über dV stehenden Rechtecke der Summe Z^ 

AQr + 2qEdr, 

Lassen wir hier r von 1 bis m gehen und zählen zu- 
sammen, so ergiebt sich aus dem ersten Gliede A^, aus 
dem zweiten 2qE{a^ — a). Wir finden demnach schliesslich 

T,<AQ + 2qE(a'-a). (7) 

Zusatz. Besteht die Linie r nur aus Strecken, die zu einer der 
Axen parallel sind, so kann man, wie durch eine Betrachtung, ähn- 
lich der beim 2. Satze angestellten, sich ergiebt, den Ausdruck (7) 
durch einen etwas kleineren ersetzen. Ist z. B. r das in Fig. 1 auf S. 12 
gezeichnete Rechteck ABA!B\ so ist natürlich 

Ii^2A(&'-6) + 2E(a'-a) + 4AE. 

2. Satz. „Wenn man zu jeder Seite eines gewöhnlichen 
ebenen Vielecks M^ M^ . . . Mj^ mit dem Umfange P sowohl 
ausserhalb, als auch innerhalb des Vielecks im nämlichen 
nicht zu grossen Abstände H eine Parallele zieht (Fig. 9), 
so bilden die Schnittpunkte je zweier auf einander folgenden 
äusseren Parallelen das Vieleck M-^M^ . . . Mk^ die Schnitt- 
punkte je zweier auf einander folgenden inneren Parallelen 
das Vieleck M^' M^\ , , Mt!\ Der von den Umfangen 
dieser beiden Vielecke eingeschlossene Ring hat den 
Inhalt 2HF.'' 
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Beweis. Jf/ und Jf/' liegen beide auf der Halbirungs- 
linie des Winkels Mr^iMrMr+i (r = 1 , 2 . * . fc). Das 
Trapez M^M^M^^M^' hat den Inhalt 2HxM^M^', denn 

seine Höhe ist 2H und es ist ^(M^^M^'+M^^'M^") = M^M^. 

Da Aehnliches auch von den um die übrigen Je — 1 Seiten 
des gegebenen Vieleckes gelagerten Trapeze M^M^M^^ M^^ 

Fig. 9. 




u. s. w. gilt, so ergiebt sich für den ganzen Ring der Inhalt 
2HJP, Diese Formel gilt zwar allgemein, wie auch die 
Punkte Mr' und MJ' liegen mögen, allein für uns hat sie 
nur Bedeutung, wenn die geschlossenen Linien M^...MiM-l 
und M^\,,MkM^^ sich selbst nicht schneiden und dabei 
die erstere ausserhalb, die letztere innerhalb des gegebenen 
Vielecks befindet. Wenn dasselbe convex ist, so ist das 
Vieleck M^ . . . Mi ebenfalls convex, wie gross auch H sein 
mag. Dagegen darf, wenn die Linie M^^ M^^ . . Mk^ M^^ 
einfach ausfallen soll, H nicht grösser sein als der Abstand 
des Punktes Or (r =1, 2 . . . Ä), wo die Halbirungslinie des 
Vieleckswinkels Mr von der des nächsten Jtfr-f-i geschnitten 
wird, von der Seite Jf^üfr+i, wobei natürlich nur diejenigen 
unter den Punkten 0^0^ ... Ok berücksichtigt zu werden 
brauchen, welche nicht ausserlialb des vorgelegten Vielecks 
liegen. Hat das Vieleck M^M^ . . .Mk auch erhabene Winkel, 
so ist H auch mit Rücksicht auf den äusseren Rahmen zu 
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beschranken, and zwar darf H nicht grosser sein als die 
kleinste unter den Abstanden der ausserhalb des Vielecks 
Jij . . . Jf^ liegenden Punkte Or von den entspredienden 
Seiten Jf^Jir-r-i. 

Ist i' = 4 und If^ M^ M^ M^ ein Rechteck mit den Seiten M^ M^=A^ 
M^3l^ = B^ so kann man den 2. Satz auch dnrch die Bemerkung, 
dasB der in Bede stehende Bahmen den Inhalt 

Ä + 2H B + 2H)- Ä-2H B+2H^; = 4:'A + BjH (8) 

hat, beweisen. 

Für den aus den Strecken M^M^y M^M^ M^^^^k 

bestehend»! nicht geschlossenen Zug erhalt man auf ähnliche 
Weise, wie beim obigen Vieleck , einen von ihm durchsetzten 
Ring, wenn man noch iu den Endpunkten M^ und Mj, Senk- 
rechte auf die Seiten M^M^ und M^^xMt errichtet und die 
erstere soweit yerlangert, bis sie die beiden Parallelen zu 
M^3I^y die letztere soweit, bis sie die beiden Parallelen zu 
Mu-iMi trifft. 

Hieraus folgt unmittelbar der folgende 

3. Sats. ^^Vorau^esetzt, das gewohnliche Vieleck 
M^M^ . . . Jfi sei mit einem System von Vielecken %^x^.,.x^ 
gerade bedeckt, so lasst sich der grosste unter den Durch- 
messern derselben, D, so klein annehmen, dass die Summe, 
aller jener unter den Xr befindlichen Vielecken, welche 
mindestens einen Punkt mit dem umfange P des gegebenen 
Vielecks gemein haben, nicht grösser ist als 2DP," 

Wenn wir nämlich den oben beschriebenien Ring von 
der Breite 2H construiren, so kann kein Vieleck vom 
Durchmesser H, welches mit P mindestens einen Punkt N 
gemein hat, über ihn hinausragen. Denn hätte es einen 
Punkt N^ ausserhalb jenes Ringes, so wäre \NW\> H 
gegen die Voraussetzung. Man braucht somit nur D ^H 
anzunehmen. 

3. Das obere und untere Doppelintegral. Das 
eigentliche Doppelintegr^l.^) 

1) Vgl. J. Thomae Bestimmte Integrale §50, Zeitschr. f. Math, 
u. Ph, 21. B. S. 226, P. du Bois-Reymond Journal f. r. u. ang. Math. 
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Um das eigentliche Doppelintegral einzuführen, bedarf 
es wohl nicht mehr der Anknüpfung an eine geometrische 
Aufgabe^), wie wir das beim einfachen Integral für zweck- 
mässig erachtet haben (X. 1). Es scheint vielmehr hier nahe- 
liegend genug zu sein, den grundlegenden Satz (S) auf S. 351 
d. I. T. aus der Lehre von den einfachen Integralen auf eine 
Function von zwei Veränderlichen zu übertragen. 

Satz. „In jedem Punkte des im Endlichen gelegenen 
Gebietes ^ mit gewöhnlichen (S. 37) Rändern sei eine reelle 
Function f{x, y) eindeutig definirt und dabei in demselben 
endlich, d. h. es giebt zwei Zahlen A und B derart^ dass, 
mag Xy y was immer für ein Punkt im Innern oder auf der 
Begrenzung von % sein, 

A < f{oc, y) < B (1) 

ist. Ober das Gebiet % wird ein System von mit % gleich- 
bezeichneten gewöhnlichen Vielecken^) mit den Zahlen r^ Tj . . . r« 
in der Weise ausgebreitet, dass sie es gerade bedecken, 
wobei einige von ihnen über ^ hinausragen dürfen; es müssen 
demnach zu jedem Vielecke Xr Punkte von ^ und jeder Punkt 
von % muss mindestens zu einem tr gehören. Die Anzahl n 
dieser Vielecke ist willkürlich. Beschreibt der Punkt x, y das 



94.B. S 277, A.Harnack Eiern. d.Diff.-u.Int.-Rechn. S. 310, C.Jordan 
C. d' Analyse 2. dd. I. S. 33, f. II. S. 76. Das obere und untere Integral 
heissen bei Jordan l'intdgrale par excess und l'int. par däfaut. 

1) Es ist ganz verkehrt, aus der ä priori gesetzten Volumzahl die 
analytische Existenz des Doppelintegrals ableiten zu wollen. Vielmehr 
muss umgekehrt die Volumzahl durch ein doppeltes oder dreifaches 
Integral erklärt werden. 

2) Da die völlig erschöpfende Erklärung der Flächenzahl (s. S. 60) 
sich nicht durch wesentlich einfachere Betrachtungen begründen lässt, 
als der Satz i. T., so haben wir sie als besonderen Fall desselben be- 
handelt und uns daher bei seiner Formulirung auf geradlinig -begrenzte 
Theile des Integrationsgebietes beschränken müssen. Aber auch nach 
Erledigung der Flächenzahl macht die Ausdehnung dieses Satzes auf 
beliebig -begrenzte Theile des Integrationsgebietes Schwierigkeiten 
wegen der Abschätzung der Summe von jenen unter ihnen, welche 
mit dem nämlichen Rande desselben mindestens je einen Punkt ge- 
mein haben. 
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Vieleck tr (r «= 1, 2 . . . n) mit Einschluss seines ümfanges, 
so seien gr K bezw. die obere und untere Grenze von f{x, y). 

n 

1) Dann hat die Summe ^^^^r bei unbeschränkter 

1 
und unbegrenzter Abnahme eines jeden Vieleckes Xr 

nach den beiden Dimensionen der Ebene einen end- 
lichen Grenzwerth 6r, d.h. jedem x>0 entspricht ein A>0 
so^ dass n 

^9rtr~G\<X (2) 

1 

ist, wenn nur der Durchmesser Dr eines jeden der 
Vielecke Xr (r « 1,2... w) kleiner ist als X. Diese That- 
sache wird kurz durch die Formel 



n 



lim ygrZr'-G (I) 

angedeutet." — Unter den nämlichen Umständen hat 



n 



die Summe ^r Ar Tr einen endlichen Grenzwerth JK^ und 

1 
zwar ist K ^ GJ' 

2) „Bedeuten n'. . . t'«' unter den Vielecken ti . . . r„ die- 
jenigen, zu welchen nur Punkte von 5 gehören, welche also 
entweder völlig innerhalb % liegen oder bis an die Begrenzung 
von 5 reichen, und gj kj obere und untere Grenze von f(x^ y) 
för die Punkte von r/, so bestehen auch die Formeln 

lim yigJx;--G lim yikj xj = K. (II) 

D. h. es ist z. B. J^ , 

r 




gj Xr - G < X, 

1 
wenn nur Dr < X^ (r = 1,2 .., n) ist. Auch jetzt müssen 

nämlich die Durchmesser aller Vielecke ri . . . r« unabhängig 

von einander zur Null convergiren; denn würde man das 

nicht festsetzen, so könnten diejenigen von den Vielecken r^, 

zu welchen sowohl Punkte von %, als auch andere Punkte 

der Ebene gehören, unverändert bleiben." 

Der Grenzwerth G heisst nach Volterra und Pasch 

(s. Nachtrag IL 1) das obere Doppelintegral der Punc- 
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tion f(x,y) über das Gebiet fj und erhält nach C. Jordan 
das Zeichen 

SS)fi^,y)d^ oder Sy(x,y)dA, 

worin S, wie das / beim einfachen Integral^ daran erinnern 

soU^ dass an einer Summe ein Grenzübergang zu vollziehen 
ist. ^A vertritt das Zeichen t^, bedeutet also die Zahl eines 
gewöhnlichen Vielecks^ dessen Durchmesser Dr man sich 
beliebig klein denken darf; dfii kann somit selbst beliebig 
klein sein und daher als Differenzial der Vieleckszahl A^ 
diese als unabhängige Veränderliche betrachtet^ angesehen 

werden (vgl. I. T. S. 29). Da indess^SgfrTr, was immer die 

1 
r^ . . . r« auch für Vielecke sein mögen, wenn nur der Durch- 
messer eines jeden einzelnen ins XTnendliche abnimmt, stets 
denselben Grenzwerth G hat, so kann man sie insbesondere 
Rechtecke, deren Seiten parallel zu den Goordinatenaxen 
sind, sein lassen und demgemäss dfii ^ dxdy setzen, wobei 
dx für drf dy für s» auf S. 39 steht. Denkt man sich aber 
die Tr als Dreiecke, so nimmt man als dA das Dreieck der 
Punkte ir, y; x + dx, y + dy] x + {dx)\ y + (dy)' und setzt 

daher 

dK = {\dx{dyy-dy{dxy\ 

wo^ =' + 1 oder — list, je nachdem xy^ + x:2 oder — jr:2 ist. 
K heisst das untere Dbppelintegräl der Function 
f{x,y) über das Gebiet ^ und erhält das Zeichen 

Wenn G ^ K ist, so heisst der gemeinsame Werth 
beider Zahlen das eigentliche zweifache oder Doppel- 
integral der Function f(x, y) über das Gebiet g und 
wird dargestellt durch das Zeichen S(^)f(x,y)dA {oder 
einfacher 8^f.{x,y)dK)^ wofür man gewöhnlich, als Viel- 
ecke Xr blos Rechtecke^ deren Seiten zu den Goordinaten- 
axen parallel sind, benutzend, schreibt (vgl. S. 68) 



ff' 



f{x,y)dxdy. 

Stolz, Differential- u. Integralrechnung. HI. 
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NB. Rein analytisch werden das obere und untere Doppel- 
integral erklärt, indem man in den Formeln (T) und (II) die r^ (und t^') 
blos die Producte 8^s^ auf S. 39 und entsprechend g^k^ obere und 
untere Grenze Ton f(x, y) im Bereiche der Punkte x, y, wofür 

ist, sein lässt. Ordnet man hierauf jedem solchen Bereiche die be- 
zügliche Zahl 9^n^ zu, so gelangt man mittelst des Doppelintegrals (31) 
auf S. 60 zu den Zahlen der übrigen Vielecke und kann alsdann für 
G und K neuerdings die Formeln (I) und QS) in dem Sinne aufstellen, 
dass die r^ die Zahlen irgend welcher Vielecke bedeuten. Die für die 
Vielecke auf die soeben erwähnte Art gewonnenen Zahlen stimmen 
mit den dafür von der Euklidischen Planimetrie gegebenen überein. 
Setzt man dieselbe als bekannt voraus, so können die r^ von vorn- 
herein irgend welche Vielecke sein. 

Zunächst haben wir die folgenden Bemerkungen zu 
machen. 

1) Bedeutet §' irgend ein Gebiet, welches in fj ent- 
halten ist, oder dieses selbst, und g\ V bezw. die obere und 
untere Grenze der Werthe von f{Xj y) ftir das Gebiet %\ 

so hat man A<g'^B A^V<B. (3) 

In der That, da f{Xy y) ^g* ist, so hat man nach (1) A <ig\ 
Es giebt aber zu jeder Zahl c > einen Punkt x^y y^ in %*j 
der Art, dass fOx^^^y^) > g* ■— e ist. Also ist B > g' — s 
oder € > g^ — B, somit ist g^ <B, 

Auf ähnliche Art zeigt man das zweite Paar der Un- 
gleichungen (3). 

2) Ist das Gebiet %^ ein Theil von % und bedeuten g^ k 
obere und untere Grenzen der Werthe von f(x, y) für das 
Gebiet %, so hat man 

g'^g Ic^^lc. (4) 

Denn es ist im Gebiete 5' sicher 

woraus nach der ersten Bemerkung sofort die Beziehungen (4) 
sich ergeben. 

3) Aus 2) folgt weiter, dass wenn wir ein Vieleck Tr, 
das Punkte von fj enthält, durch gerade Linien in Theile Tr,* 
zerlegen, deren jeder ebenfalls mindestens einen Punkt von % 
enthält, und unter gr,k (^r,i) die obere (untere) Grenze der 
Werthe von f(x,y) in den zu tr^k gehörigen Punkten von gr 
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yerstelien, alsdann die Summe der diesen Theilen ent- 
sprechenden Glieder gr.k'^r.k Q^r.k'^r^k) nicht grösser (kleiner) 
sein kann, als QrXr Q^r^r) (vgL S. 354 d. L T.). Dabei setzen 
wir die Fläche fj und die Vielecke t^, wie auch im Folgenden, 
als positiv voraus. 

Nun gehen wir zum Beweise des ersten Theiles des 
obigen Satzes über. . Wir brauchen hierbei nicht einmal an- 
zunehmen, dass das Gebiet % gewöhnliche Bander besitzt. 
Ja wir können dasselbe durch iigend ein beliebiges 
System von Punkten x, y, deren Goordinaten zwischen 
den nämlichen endlichen Zahlen liegen, ersetzen, in 
welchem Falle die Tj . . . t„ diejenigen Vielecke wären, zu 
welchen solche Punkte gehören.^) Wir brauchen nur die 
Formel (I) d, i. 



n 



<^ = 



lim ^IgrTr =" Cr (5) 

1 



zu zeigen, da die zweite 



lim yikrtr^K (6) 



v=o 



daraus sich ergiebt, indem wir anstatt f(Xy y) die Function 
— fip^yV) betrachten, wobei nur an Stelle von gr — K tritt.*) 
Aus (5) und (6) folgt, da jfr ^ ^r (r = 1 , 2 . . . w), also 

n 1* 

^r grtr^^rhrrr 
1 1 

ist, dann noch, dass G^K ist. 

Beim Beweise der Formel (5) müssen wir aber zwei 
Fälle unterscheiden. 



1) Dies warde zuerst vom Verfasser bemerkt und durchgeführt. 
Vgl. Sitz. B. d. Wiener Acad. math. naturw. Cl. Bd. 106 S. 453. 

2) Dem Begriflfe der unteren Grenze zufolge hat man fär jeden 
Punkt x,y in t^ f{3i^^y)>\^ dagegen bei beliebig gegebenem fi>0 
mindestens für einen Punkt x\ y' in t^ f{x\ y') < h^-\- b. Demnach ist 

d. h. — Ic^ ist die obere Grenze der Werthe von — /*(«;, y) im Gebiete r^. 

4* 
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!• Fall, f{x, y) nimmt im Gebiete fj negative Werthe 
nicht an; es ist also f{pc^y)^Oy somit gr'^0 und 




jgrtr^O. (7) 

1 

Jetzt ist auch B > 0. Der Beweis unseres Satzes verläuft dann 
ähnlich wie der des Satzes (Ä) auf S. 351 d. L T.^ Wir 
betrachten iälso zunächst nur eine unbegrenzte Reihe 
KiS^ . . . 5£m • . . solcher Systeme von Vielecken, dass der 
Durchmesser eines jeden zum Systeme %m gehörigen Viel- 
ecks r^, « kleiner als eine beliebig vorgegebene Zahl X ausfällt, 
wenn nur m gross genug gewählt wird, und dabei keines 
von ihnen in zwei benachbarten, dem Systeme %m-'i aii- 
gehörigen Vielecken liegt. Solche Systeme erhalten wir z, B., 
indem wir die Strecken a' — a^und 6' — 6 (vgl. S. 39) in je 
10, 10*. . . 10*" gleiche Theile zerlegen und durch die Theil- 
punkte die Parallelen zu den beiden Coordinatenaxen ziehen. 
Von den zu %m gehörigen Vielecken sind zunächst alle in 
Betracht zu ziehen, welche überhaupt Punkte von fj ent- 
halten. Wir bezeichnen sie mit 

'^ml^m2 ' ' *'^m,n^) (7*) 

femer die obere Grenze von f(x, y) im Vielecke r„,, „ mit 
9m, u und setzen 




l^ffm,u'^mfU 



j^m' 



Beim Uebergange von dem Systeme %n zu %m-\-i zerfällt 
jedes Vieleck tm,u in mehrere Theile, von denen jene, zu 
welchen keine Punkte von g gehören, in das System 2^^4-1 
nicht aufzunehmen sind. Da gm,u^O ist, so wird^ bei 

Weglassung der diesen Theilen r^+i,« der tm,u entsprechen- 
den Producte ^TO,«^m+i,u nicht vergrössert. Der Rest ist 

T 

1) Wir haben daran nur eine kleine Aisnderung angebracht. Ihr 
entsprechend hätten wir a. a. 0. S. 365 an Stelle von d:k D^, die 
grösste unter den Strecken S ^ . welche indess bereits kleiner als d 

7/4 j U ' 

sein soll, zu setzen. 
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zufolge der dritten der obigen Bemerkungen nicht kleiner 
als ^ . Wir gelangen demnacli zur Beziehung 

,^LJm — .^LJm + l . - - . 

^^ nimmt aUo mit wachsendem m nicht zu und hat daher 

bei lim m « + OQ einen Grenzwerth und zwar, weiL^ 

nach (7) nicht negativ werden kann, einen nicht negativen 
endlichen, den wir mit G bezeichnen wollen. Dabei ist 

Somit lässt sich jedem x>0 ein fi > so zuordnen, dasa 
wenn nur m>ft ist, . ' . 

Ö<'S^.-G<ix oder ^<GJs-^x (9) 

ist. ^'^'" ^ - '^'» * 

Wir können ferner zeigen, dass wie immer auch die 
Vielecke r^ . . . r« gewählt werden mögen, 

{8^)^_grtr>G (10) 

ist. Aus den Beziehungen (9) und (10) ist dann zu ent-' 
nehmen, dass G die untere Grenze ist für alle Werthe, 



n 



welche %r^rTr überhaupt d. i. bei jeder zulässigen Wahl 

der Vielecke Tj t^ . . . (wobei natürlich auch ihre Anzahl 
beliebig grops sein darf) annehmen kann. — ; Um mm die 
Ungleichung (10) zu erweisen, bemerken wir, diass nach (8) 

ist, und zeigen, da^s sich jeder positiven Zahl s ganze 
Zahlen m to zuordnen lassen, dass 

.2„-Ä<. (12) 

ist. Also hat man nach (11) G — S <e und daher in der 
That a<8. 



54 XVII. Abschnitt Nr. 3. 

Melir Umstände verursacht aber der Beweis der in der 
Formel (12) liegenden Behauptung. Wir denken uns in der 
xy-^hene die gegebenen Vielecke r^ . . . r« gezeichnet und 
darüber die Schaar I« von Vielecken r^, «, wobei m zunächst 
nur so gross sein soll^ dass jedes tn^u kleiner ist als das 
kleinste unter den ti . . . r«. Es kann also kein tr ganz in 
einem der tm, u liegen. Unter den in ^P erscheinenden Viel- 
ecken tn,u d* ^- d^n (7*) giebt es keines, das nicht mindestens 
einen Punkt mit einem oder mehreren Xr gemein hätte, weil 
sonst nicht jeder Punkt von f$ wenigstens zu einem tr ge- 
hören würde. Daher zerfallen diese Vielecke (7*) in zwei 
Klassen und zwar 1) solche, welche ganz in je einem tr 
liegen, 2) solche, welche niit zwei oder inehferen tr je ein 
Flächenstück gemein haben. Die Summe der den t^, „ dieser 
beiden Klassen entsprechenden Glieder von^' seien bezw. 

mit^ ^ bezeichnet, so dass 

2.-21+2: (»' 

ist. Da nach (1) gm,u^S ist, so hat man 

wo die Summe ^l sich eben auf alle Vielecke der 2. Klasse 

erstreckt. Fassen wir zunächst alle jene unter ihnen, welche 
mit dem Umfange (JPr) eines und desselben tr mindestens 
je einen Punkt gemein haben, ins Auge. Man kann nach 
dem 3. Satze auf S. 46 eine solche Länge Kr angeben, dass, 
wenn der grösste unter den Durchmessern der soeben ge- 
nannten Vielecke t^, u (^^ s^i A»,, r) Kr nicht überschreitet, 
alsdann ihre Summe nicht grösser als 2 Am, r -Pr ist. Wenn 
dann der grosste unter den Durchmessern aller der Schaar %n 
angehörigen Vielecke tm, « überhaupt. Am, höchstens die kleinste 
der Längen Ki . , . Kn erreicht, so geht diese Summe nicht 
über 2 A^i Pr hinaus. Lassen wir hier r nach einander die 
Nummern 1,2 .. .n durchlaufen und addiren die bezüglichen 
Ungleichungen, so finden wir, dass sicherlich 

^"rn^u-^2A„^rPr (15) 

1 

ist. Mithin haben wir 
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^I^^SA^J^'- (16) 

1 

Aus den Formeln (13) und (16) ergiebt sich endlich, dass 

ist. 1 

In der Summe S ersetzen wir jedes tr durch die Summe 

der Theile, in welche es durch die Einzeichnung der tm, u in 
die mit den Vielecken r^ . . . r„ bereits bedeckte Ebene zer- 
föUt, und lösen die Producte gr tr auf. Die so aus S er- 
haltenen Glieder theilen wir ebenfalls in zwei Gruppen. Die 
erste bestehe aus jenen darunter, deren zweiter Factor der 
Inhalt eines r^,« der ersten von den obigen beiden Klassen 
ist^ also eines solchen, das ganz in einem tr liegt, die zweite 
wird von allen übrigen Gliedern gebildet. Bezeichnen wir 
die Summe der in die erste Gruppe eingereihten Glieder mit 
jS', die der in die zweite eingereihten mit 8'\ so ist 

Ä = Ä' + 8", (18) 

Da hier gr ^ 0, somit S" > ist, so haben wir nach (18) 

S^S\ (19) 

Aus (17) und (19) folgt dann, dass 

1 
ist. ^ — S' kann, da zwischen den Coefficienten der das 

nämliche Vieleck tm,u enthaltenden Glieder von ^ undS' 
die Beziehung: gm^u'^ffr besteht, nicht positiv sein, d.h. es 
ist ^ — S' ^ 0. Wir gewinnen demnach aus (2Ö) die Formel 

^^-S^2BA„^rJPr. (21) 

1 
Da es nun freisteht, m noch soweit zu vergrössem, dass 

n 

1 
ist, so ergiebt sich aus (21) unmittelbar die Beziehung (12). 

Die Ungleichung (21) reicht übrigens zum Beweise der 

Formel (5) in dem von uns betrachteten Falle aus. Wir 

haben nämlich zu zeigen, dass jedem x > ein A > sich 
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so zuordnen lässt, dass ?sarenn nur der Durchmesser eines 
jeden Vieleckes tr kleiner, als ^ ist, . 

n 

O^yigrtr-CKx (22) 

1" mm^ 

ist. Wir setzen 

: i?'''''-'':-(2'.-«}+(^'''''-2.),(^' 

und geben m einen so grossen Wertt, dass für die erste 
Differenz die Ungleichung (9) besteht. Uin ftir die Differenz 

eine bbei*e Grenzö zti erhalten, braücheti wir blös in dem 

» - ■ • • ' ■ . 

Vorstehendein das System (7*) mit dem System r^ . . . r« zu 
viBi^taüöcheh. Bedeutet abdäün Z) den gfössten unter den 
Durchmesserii der Vielecke Xr^ der' toh vornhei'feiü nicht 
grösser als irgend eine der Längen JT^ji.V.Äin^n^; welche wie 
oben die Kr zu bestimmen sind, angenommen werden darf, 
und pTO,t* der Umfang des Vieleckes r^,«, äo folgt aus (21), 

yrgrxr ^^^^^BB^V^^. (24) 

ist. Lassen wir nun 

D<x:4BV«P„.„ • (25) 

' ■ ■ ■ ' ■ • 1 

sein, so ist nach: (24) 

Mithin haben wir nach" (23) zufolge der Ungleichungen (9) 
und (10) .; ; ^ . 

^^fl^rf r - ö < X, 

1 -- , 

Wenn iiur, B kleiner . ist als di6 rechte Sisite der Bezieh- 
ung (25). . ' •' ■ • • ; ' . ; - 

Bevor wir zum zweiten Falle übergehen, müssen wir 
4as.für d^i ersten erlangte Ergebniss auf die unt^r demselben 
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enthaltene Function f{x^ y) = 1 anwenden. Nunmehr ist 
gr^Tcr^l für jeden Werth von r. Wir gelangen somit 

zum Satze, dass^^tr, wenn wir jedes Xr in der bekannten 

1 

. .' ' ' ■ 

Weise zur Null convergiren lassen, einen endlichen Grenz- 
werth hat, den wir mit A bezeichnen wollen. Demnach sei 

: n. 



lim yrtr^A. .' ' (26) 

Dabei ist nach (10) 

tr^K , , . .. (27) 




Andererseits hat man nach (2) bei gehSriger Kleinheit der tr 

?Tr<A + x, , (27*) 




woraus folgt, dass A nicht negativ sein kann. Denn wäre 

A < 0, so gäbe es positive Zahlen x, so däss A + x < ist. 

• • • ■ . ' 

Somit wäre^vrr<0, was nicht sein kann. — Wenn fj ®i^® 
Fläche mit gewöhnlichen Bändern ist, so ist A positiv. 
Denn wUre A « 0, so könnte die SummiB^^Tr zufolge (27*) 

kleiner als eine beliebige Zahl.x sein. Das. ist jedoch nicht 
möglich, es ist vielmehr eine jede Summe ^^r^ ihrer Er- 
klärung nach grösser als der Inhalt irgend eines Vielecks, 
das vollständig innerhalb % liegt. 

2. Fall. f{x, y) nimmt im Gfebietft % negative Werthe 
an. Daneben kommen entweder positive Werthe nicht vor 
oder es kommen auch solche vor. — Bedeutet Ä; die endliche 
untere j&renze der Werthe von f{x^ y) für dieses Gebiet, so 
ist /*(i»ji/)^Ä d. i. f(x,y^ — h'^0. Für die Function 
f{oCyy) — k ist die obere Grenze im Vielecke Tr gr^Jc, es 

hat also 

■ • J^ ^ 

1 

nach dem für den 1. Fall Bemerkten bei lim tr ■= einen 
endlichen Grenzwerth Gq^ ^* ^^^ haben aber 
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gr'^(ffr—k) +JC 
n . n n 

^9r tr "^^ (9r — Ä) Tr + Jc ^r Xr, 
1 1 .1 

mithin [nach (26)] 

'^r= G^ + Tck. 



lim yig 



n 



Damit ist der erste Theil des Satzes in Nr. 3 auch in diesem 
Falle erwiesen.^) 

4. Fortsetzung. 

Ganz in der nämlichen Weise lässt sich zeigen^ dass 
auch jede von den Summen in (II) auf S. 48 




n 



gjtj yrk/tj (28) 




bei lim Tr = (^ = 1, 2 . . . w) einen endlichen Grenzwerth 
besitzt. Dieselben seien bezw. mit G', K' bezeichnet.*) Um 
G' mit G (bezw. K'^ mit K) zu vergleichen, scheiden wir 
aus den Vielecken tr diejenigen aus, welche sowohl Punkte 
von 15 > ^ SLUch nicht dazu gehörige enthalten, ri' . . . rU". 
Bedeutet dann gj' die obere Grenze der Werthe von f(x, y) 
fQr die in r/' befindlichen Punkte von g, so ist natürlich 



n n TL 



^9rrr-^rg;tr''-'^rgr"rr". (29) 



1) In diesem zweiten Falle ist G nicht die untere Grenze für alle 

n 

denkbaren Werthe von^r^^r^ und zwar selbst dann nicht, wenn wir 

1. 

den T^ die weitere Bedingung auferlegen, ein das Gebiet §f ein- 

schliessendes Vieleck mit dem Inhalte S3 nicht zu überschreiten. Dies 

n 

zeigt schon das Beispiel f(x^ 2/) = — 1- Untere Grenze für — ^'*^r ^^^ 

1 
nämlich unter dieser Voraussetzung ^ 83, nicht — A. — Auf den Fall, 

dass f{Xy y) im Gebiete % positive Werthe nicht annimmt, durch die 

Ersetzung von f{x^ y) durch —f(oc, y) übertragen, giebt die Erörterung 

unter 1) auf S. 62 den Satz, dass die obere Grenze von^ k^t^ das 

untere Doppelintegral von /"(a;, y) über das Gebiet % bildet. 

2) Bleibt man bei den in Nr. 3 unterschiedenen Fällen, so lässt 
sich die Existenz von K' in ähnlicher Art, wie die von G, erweisen. 
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Daher hat man, unter C den grösseren der Beträge der 
Zahlen Ay B in (1) verstanden, 



n 





fQr'^r^ yrgJ'^J 



n" 



<cyit;\ (29*) 
1 1 i 1 

Würden wir das Gebiet 5 durch ein endliches Punkt- 
system in der o;«/- Ebene ersetzen, so müssten wir r^' . . . Xn' 
diejenigen unter den Vielecken r^ . . . r« sein lassen, welche 
nur aus Punkten bestehen, die zum Systeme fj gehören. 
Dann braucht 6r' nicht gleich G^ X! nicht gleich K zu sein. 
Dies gilt selbst im Falle, dass in allen Punkten von % 
f{x^ y) « 1, somit G « iT (- A) ist. Jetzt ist auch & -= K\ 
Setzen wir G' = jEC'= A', so ist A'^ und nach (29) A ^ A'. 
Wenn A > A' ist, so heisst A die äussere, A' die innere 
Flächenzahl des Systemes %, Ist aber A = A', so nennt 
man den gemeinsamen Werth der beiden Zahlen den Inhalt 
des Systemes %, 

Lassen, wir nun ^ wieder eine Fläche sein und machen 
wir die Voraussetzung, dass die Bänder derselben sämmt- 
lich gewöhnliche Curven seien, dass also die Begrenzung 
von f5 von einer Parallelen zur rc-Axe höchstens in 2p, von 
einer zur j/-Axe höchstens in 2^ Punkten geschnitten wird. 
Wir wählen als Vielecke Xr zunächst die in Nr. 2 eingefilhrten 
Rechtecke dr««, deren Seiten den Coordinatena^en parallel 
sind. ' Dann haben wir nach dem 1. Satze in Nr. 2* 



«" 




^Tr" < 2i) (&' ~ 6) A + 4ff (a' - a) E. (30) 



Dabei bedeutet a die kleinste und al die grösste unter den 
Abscissen der Punkte von 5, 6 die kleinste und V die grösste 
unter ihren Ordinaten und die Xr diejenigen unter den 
Rechtecken drf«, welche neben Punkten von fj auch nicht 
dazu gehörige Punkte enthalten. Da ferner A das grösste 
aller *r, E das grösste aller a, sein soll, so kann man bei 
der obigen Annahme der Xr dadurch, dass man 

A<x:4i)(6'-&)Ü E<x:8g(a'-a)C 

nimmt, die rechte Seite der . Beziehung (29*) kleiner als 
die beliebig vorgegebene Zahl x machen. Wir wissen aber 
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bereits^ dass die linke Seite von (29*) bei lim tr« (r «p 1, 2 . . . w) 
einen bestimmten Grenzwerth nämlich | G — G'.| besitzt. Hier 
ist also 1 ö — G' j ^ x; somit G « G'. Ebenso zeigt man, 
dass Jf^JC' ist. ' 

Eine wichtige Anwendung des Satzes auf S. 48 bei 
der Annahme f{x, y) =» 1 besteht darin^ • dass wir das schon 
oben eingeführte positive Doppelintegral 



Ä»)dA 



-il dxdy (31) 



nunmehr als die zu der von einfachen^ gewöhnlichen 
Bändern begrenzten ebenen Fläche ^ gehörige Zahl 
oder als ihren, je nachdem der äussere Band im positiven 
oder negativen Sinne beschrieben ist, mit dem Zeichen -^ 
oder — versehenen Inhalt Erklären dürfen. Wir entne)imen 
nämlich aus dem Vorstehenden, dass, was immer für ein 
System von Vielecken r^ . . . r« über % ausgebreitet werden mag^ 

„iohe „.«, di. ,^%„ «.^ „oh ai.: S.; dv 

• 1 ■ • • •■■ ni •' '• 

durch y dass wir ein jediss tr nach den beiden Dimensioüen 
der Ebene zur Null convergiren lassen/ zu einem' und 
demselben Ghrenzwerthe A übergeht. 'Füt eine geradlinig 
begrenzte Fläche % bedürfen wir freilich dieser Ueberlegung 
nicht mehr, weil bezüglich der fttr eine solche in der Plani- 
metrie aufgestellten Maßzahl dort nachgewiesen werden kann^ 
dass bei jeder Zerschneidung von ^ durch Gerade die Summe 
der Zahlen der einzelnen Theile von ^ der Zahl von ^ 

gleichkommt. 

Die Formel (26) auf S. 57 hat für ein beliebiges Punktsystem 
in der Ebene zuerst der Verfasser in. den matk. Ann. Bd. 23 S. 164 
aufgestellt und auf dieselbe Art wiß in Nr. ^3 . bewiesen. Pass. aber 
jedes solche Punktsystem im Allgemeinen zu zwei verschiedenen Zahlen, 
der äussern und Innern Flächenzahl, Veranlassung giebt, wurde 
zuerst von Gr. Peano Erkannt (vgl. dessen Applicazioni geometriche 
del calcolo iiifinitesimale 1887 S. 166). Er erklärt die erstere, A, als 

n 

die untere Grenze aller Summen ^rr^, die letztere, A'<A, als die 

^ 1 ~ 

obere Grenze aller Summen ^»*t5.. C. Jordan föhrte dann die letztere 

1 
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als den Grenzwerth Yon^rr^' bei lim Ty=0 (r = l ...n) ein (Journal 

de Math. 1892 S, 76 C. d' Analyse 2. ^d. I Nr. 36). — Man erkennt aus 
der Entwickeliing in Nr. 3 auch, dass man die Peano'sche Erklärung 
der äusseren (inneren) Flächenzahl auf das obere (untere) Doppel- 
integral nur dann ausdehnen könne, wenn die Function innerhalb des 
Integrationsg^bietßs keine negativen Werthe annimmt. Vgl. auch die 
Bemerkungen des Verfassers über diesen Gegenstand in Monatshefte 

Bd. vn s. 291, vm s. 95. 

4*. Beispiele zu Nr. 3 und 4. 

Zunächst wollen wir die soeben erwähnten Flächenzahlen 
eines ebenen Punktsystems durch ein paar Beispiele erläutern. 
Um auf einfache Weise ein Punktsystem in der Ebene zu 
bilden^ denken wir uns auf der a:-Axe ein endliches Punkt- 
system gegeben und in jedem dazu gehörigen Punkte auf der 
positiven Seite dieser Axe ein Loth von der Lange 1 er- 
richtet. Das aus allen Punkten eines jeden solchen 
Lothes bestehende System hat, wie leicht zu sehen ist, zu 
Flächenzahlen die Längenizahlen des auf der x-Axe an- 
genommenen Punktsystems*), so dass wir nur diese zu ermitteln 
brauchen. 

1) Wenn A « ist, so ist auch A' « 0, Das ebene 
Punktsystem hat den Inhalt Null und wird nach A. Harnack 
als discret bezeichnet.*) Auf der x-Axe wird ein solches 
und zwar ein vollständiges*) gebildet von den Punkten x^O 
und ic = 1 : n, wo w jede natürliche Zahl 1, 2 . . . sein soll. 
Dies wird so gezeigt. Tfagt man ^ vom Pimkte a: = auf 
der positiven a;-Axe ein kleines Stück d auf, »o liegen ausser- 
halb desselben eine endliche Anzahl m{d) von den Punkten 
a: = l:n. Wenn man dann vom Endpunkte dieses Stückes 
gleiche Strecken d' so weit aufträgt, bis der Punkt a; = 1 
erreicht wird, so ist die Summe aller Strecken, zu welchen 
Punkte unseres Systems gehören, sicher kleiner als d-f2m(d)5'. 
Diese Zahl ist kleiner als die beliebig vorgelegte x > 0, wenn 



1) Vgl. Nachtrag!. 

2) Vgl. Math. Ann. Bd. 19, S. 288. 
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man zunächst für ö eine bestimmte Länge kleiner als x : 2 
wählt und hierauf Ä'<x:4w(d) annimmt.^) 

2) Dann wollen wir ein Yollständiges Punktsystem auf 
der X'Axe vorführen, dessen äussere und innere Länge 
von einander verschieden sind« Dasselbe besteht aus 
den Zahlen und 1 und sämmtlichen echten endlichen 
Decimalbrüchen mit ungeradem Zähler, sowie allen echten 
unendlichen Decimalbrüchen (seien sie rational oder irrational), 
welche nicht von einer bestimmten Stelle an lauter gerade 
Ziffern (d. i. 0, 2, 4, 6, 8) besitzen. Da dieses System 
in der Umgebung gar keines Punktes im Intervalle (0, 1) 
stetig ist, so ist seine innere Länge A' == 0. Seine äussere 
Länge A ist aber 1. 

3) Um ein nichtstetiges Punktsystem auf der x-A.xe zu 
erhalten, dessen beide Längen einander gleich sind, fagen 
wir zu den bereits erwähnten Punkten a; = 0, X'^ 1 in alle 
Punkte > a; ^ — 1. Für dieses System ist sowohl die äussere, 
als auch die innere Länge gleich 1. 

4) Fügt man die Punkte > a; ^ — 1 aber zu dem unter 

2) beschriebenen Systeme, so erhält man eines, dessen äussere 

Länge A gleich 2, dessen innere A' aber gleich 1 ist. Beide 

Längen sind somit von einander und von Null verschieden. 
Endlich legen wir eine Function vor, welche in dem endlichen 
Gebiete % kein Doppelintegral besitzt Es ist dies die Function 
f{x,y)y welche im Falle, dass x und y rationale Zahlen sind, den 
Werth 1, in jedem anderen Falle aber den Werth — 1 hat. Für sie 
haben wir durchaus p^=l, fc^ = — 1, somit 

n n n n 

111 1 

Also ist das obere Integral der in Bede stehenden Function über das 
Gebiet g die Zahl A desselben, das untere aber — A. Die beiden Inte- 
grale sind also von einander verschieden. 



1) Auf ähnliche Weise zeigt man, dass jedes unendliche Punkt- 
system in einer endlichen Strecke der a;-Axe, welches nur eine Ab- 
leitung d. i. nur eine endliche Anzahl von Grenzpunkten besitzt, dis» 
cret ist. — Ist das gemacht, so kann man nach demselben Verfahren 
erschliessen, dass' auch jedes Punktsystem mit blos zwei Ableitungen 
u. s.f., kurz jedes Punktsystem erster Gattung (vgl. Nachtrag I) 
discret ist. 
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5. Allgemeine Bedingung zum Vorhandensein 
eines eigentlichen^) Doppelintegrals. Erklärung des- 
selben durch einen Grenzwerth. 

1. Satz.*) „Die nothwendige und hinreichende Bedingung 
dazu, dass die in dem auf S. 47 beschriebenen Gebiete 5 allent- 
halben eindeutige und endliche Function f{x,y) ein Doppel- 
integral über dasselbe besitzt, besteht nach S. 49 darin, dass 
G^K oder 

\\myr{gr-hr)tr^O (1) 

ist. D. h. jedem x > entspricht ein A > so, dass wenn 
nur der Durchmesser eines jeden Vielecks Xr kleiner als X 
ist, stets 

n 

0<2^(?r-Ä,)r.<x (1*) 

ist." Man setzt gewöhnlich gr— K^ <^r und bezeichnet 6r 
nach Riemann*) als Schwankung der Function f(x,y) 
im Gebiete Tr. 

Diese Bedingung lässt sich jedoch bedeutend vereinfachen. 

2. Satz. Zur Existenz des Doppelintegrals der 
Function /"(ic, y) über das Gebiet ^ ist nothwendig 
und hinreichend; dass jeder positiven Zahl x sich 
mindestens ein System das Gebiet % gerade bedecken- 
der Vielecke r^ T2 . . . r« so zuordnen lässt^ dass die 

n 

nicht-negative Summe'^<yrtr kleiner als k ist, 

1 
Die Nothwendigkeit der angegebenen Bedingung leuchtet 
nach dem 1. Satze unmittelbar ein. Dass sie auch ausreicht, 
lässt sich ebenfalls leicht zeigen. Bemerken wir zunächst, 
dass wenn für das eine System r^ . . . r„ 



1) In diesem Abschnitte, wo noch keine uneigentlichen Doppel- 
integrale vorkommen, wird das Beiwort „eigentlich" vor Döppelintegral 
zumeist weggelassen. 

2) Vgl. die in der Note auf S. 47 angeführten Stellen. 

3) Werke 1876 S. 226. 
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n 
0-^SIOrtr<X (2) 

1 

ist^ dasselbe auch gilt für jedes das Gebiet ^ gerade be- 
deckende System von Vielecken, welche durch Zerstückelung 
der r^ ... Tu entstehen. Denn die neue Summe kann nicht 

grösser sein als ^(Tr^r; weil erstens einige Theile der ri...r« 

in der neuen Summe nicht mehr vorkommen und zweitens 
jeder darin vorhandene Theil der r^ . « . r« mit einer Zahl 
multiplicirt ist, die nicht kleiner ist als das ör, womit in 

^ örtr jenes Xr multiplicirt ist, zu dem dieser Theil gehört. 

Das Letztere folgt aus dem Satze 2) auf S. 50. Wir dürfen 
daher von vornherein annehmen, dass jedes der in dem 
2. Satze, sowie in (2) vorkommenden Vielecke tr kleiner ist 
als eine beliejbig gegebene Zahl X\ Nun ist aber nach (2) 
auf S. 48, falls nur tr<X^ (^ == 1; 2 . . . w) ist, 



also 



1 1 

n 
O^G-K <yr6rtr+ 2x. 

l 



Es ist mithin nach (2) G-^K<3x. Hieraus folgt, da x 
jede positive Zahl sein darf, nothwendig 6r — £"=«0, w.z.b.w. 

3. Satz. Erklärung des Doppelintegrals durch 
einen Grenzwerth.^) 

„Es sei die Function f(xyy) wie bisher im Gebiete %, 
das die Vielecke r^ . . . r„ gerade bedecken, eindeutig und 
endlich» Wenn dann die beiden Summen 



« n .■ : 

1 1 




bei lim tr=^ einen und denselben endlichen Grenzwertl J 
haben, so ist auch 



1) Vgl. insbesondere 0. Stolz, Math. Ann. XXVI S. 86. E. Picard, 
Traitd d'Analyse I S. 93. 
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n 



lim "S^rfrtr^ Jf 



(2*) 



WO fr irgend einen bestimmten Werth im Intervalle (kr, gr) 
bedeutet, also Jcr^fr^ffr ist. Und insbesondere: Bezeich- 
net Xr, jfr irgend einen Punkt des Vieleckes tr und hat 



n 



^rf{Xr,yr)r, 



für limrr=0 bei jeder Wahl der Punkte Xryr den 
nämlichen endlichen Grenzwerth J^ so ist derselbe 
das Doppelintegral von f(x^ y) über das Gebiet %, 
Man hat also 



« 



J = ÄS) /■(«> «/) (? A = lim >; fiXr, Vr) tr. 



«,= 



(3) 



D. h. es genügt die Zahl J der Forderung, dass jeder 
Zahl x>0 eine andere A>0 so entspricht, dass wenn 
nur der Durchmesser eines jeden Vieleckes 

Tr (^•^'l, 2 . . . w) 
kleiner als X ist, dann 



n 




^rf{Xr,yr)tr—J 



<X 



(4) 



ist, mag Xry y, was immer für ein Punkt von Xr sein/^ 
Beweis. Da 

JCr^fr^gr (^ — 1, 2 . . . w) 

ist, so hat man 



n 



n 



n 



^Srkrtr^^rfrXr ^^f9r'^r' 



(5) 



Bestehen nun die Formeln (5) und (6) auf S. 51 und ist G'=K='Jy 
so folgt aus (5) unmittelbar die Formel (2*). Indess ergiebt 
sich schon aus (3) die Gleichung G == JE" ==» e7. Dies würde 
ohne Weiteres einleuchten, wenn in jedem Vielecke tr ein 
Punkt Xr\yr sich befinden würde, wofür f(Xr\ yj) =^ ffr ist 
und einer Xr', yj\ wofür f{xj\ yj') = K ist. Allein weder 

Stolz, Differential- U.Integralrechnung. III. 5 
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das Eine^ noch das Andere braucht der Fall zu sein. Jeden- 
falls giebt es aber zu jedem ^ > einen Punkt a;/, yj in Xr 
derart, dass f{Xrj yr) > gr— ^ ist. 
Wir haben also 



^r gr tr ^^ f{Xr'y yj) ^r >^ ^r tr — O^ Xr , 
11 11 

Setzen wir in (4) Xr = xjy yr == y/, so finden wir 

J + X >^rf(Xr\ y;)Xr> J- X, 
1 



(6) 



(6*) 



wenn nur der Durchmesser Dr eines jeden Xr kleiner als k 
ist. Und wir dürfen nach (26) und (27) in Nr. 3 behaupten, 
dass unter denselben Umständen 



A + x>'^irr^A 



(7) 



ist. Demnach folgt aus (6) und (6*), dass wenn Dr<il ist, 

n n 

JgrXr > J— X, J+ X >^rgrXr — ^ (A + x) 

1 1 

n ' 

X> J — ^rgrXr > — X — (J (A + x) 




ist. Denkt man sich 6 so angenommen, dass 
ist, so ist mithin neben Dr<l (*• = !, 2..,n) 



J-^rgrXf 

1 
d. h. es besteht die Formel 



n 



<2x, 



n 



lim ^rgrXr^ J. 



T^ = ^ 



Auf ähnliche Weise ergiebt sich die Formel 



n 




lim >rfcrtr=J. 



*r = 1 
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In manchen Fällen ist es bequemer^ anstatt der in der 
Formel (3) enthaltenen Erklärung des Doppelintegrals die 
nachstehende zu benützen. Von den Vielecken t^ . , , r„, die 
über das Gebiet ^ ausgebreitet sind, wollen wir nur jene 
Tj' . . , ri' berücksichtigen, zu welchen nur Punkte von g ge- 
hören und die ihnen entsprechende Summe 



n 




1 

bilden, wobei Xr, yj irgend einen Punkt des Vieleckes tj be- 
deutet. Auch sie hat, wenn alle Vielecke r^ , , . tn nach den 
beiden Dimensionen der Ebene ins Unendliche abnehmen, 
das Doppelintegral «7= S{^)f{oDj y) dA zum Grenzwerth. 
Das ergiebt sich aus der Gleichung (11) auf S. 48 in 
ähnlicher Art, wie die Formel (3) aus (I) a. a. 0. Wir 
haben also auch 



n' 



Si%) fix, y)d/K^hmyr fixj, y;) tr/. (8) 



*r=0-V 



Die Formeln (3) und (8) gelten natürlich auch, wenn 
die Vielecke Xr in irgend einer Art specialisirt werden, wenn 
sie nur so definirt sind, dass sie nach den beiden Dimensionen 
der Ebene ins Unendliche abnehmen können. Umgekehrt 
folgen aus den so specialisirten Formeln sogleich die all- 
gemeinen (3) und (8). Denn wenn die Gleichung (1) auf 
S. 63 auch nur für eine besondere Art von Vielecken besteht, 
so muss sie nach dem obigen 2. Satze allgemein gelten. — 
Man wendet insbesondere oft die in Nr. 2 beschriebene Zer- 
legung des Gebietes § ^ Rechtecke, deren Seiten zu den 
Coordinatenaxen parallel sind, an. Bedeutet Xr,ayr,s einen 
Punkt des Rechteckes MJif M'" M^' auf SMO mit den Ecken 
(ar^i, bs — i) u. s. w., so hat man 

J-= f rf(x,y)dxdy^ lim "^ ^/^K^^r,,) *ra., (9) 

wobei die Summe rechts entweder auf alle Rechtecke drSs, 
zu denen überhaupt ein Punkt von % gehört, oder auf alle 

5* 
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solclie Rechtecke, za denen blos Punkte Ton ^ gehören , zu 
erstrecken ist. Durch die Formel (9) wird das Auftreten 

der beiden / im Zeichen des Doppelintegrals erklärt; sie sollen 



dden / i 



an die rechts stehende Doppelsumme erinnern. Der Sinn der 
Formel (9) ist naturlich: „Jeder Zahl x > lasst sich eine 
andere X > so zuordnen, dass 

die Doppelsumme ausgedehnt auf eine der soeben erwähnten 

Schaaren von Rechtecken drC«, stets kleiner ist als x, wenn 

nur jede der Zahlen 8r in (3) und jede der Zahlen c« in (5) 

auf S. 39 kleiner als X ist. 

Die Definitionen (3), (8), (9) des Doppelintegrals lassen sich anf 
eine eindeutige complexe Function f{x^ y) der reellen Veränderlichen 
X y ausdehnen. Sind g? (x, y) ^ (x, y) die Coordinaten von /"(x, y), 
so dass 

ist, so hat man 

n n n 

l 1 1 

Bezeichnen femer I, K die Coordinaten von «T, so ist 




rfri'^r^ yr)^r-^: 



Somit ergiebt sich aus (4), dass , wenn nur der Durchmesser jedes Viel- 
ecks r^ kleiner als X ist, sowohl 




Vi^r^ yr)^r- ' 



<^x, als auch 




r'^(^r^yr)^r-^ 



<x 



ist. Demnach hat, wenn die Function f{x^ y) ein Doppelintegral über 
das Gebiet f5 besitzt, sowohl die Function qp(x, y\ als auch die 
Function t^(x, y) über das nämliche Gebiet % ein Doppelintegral und 

es ist 

Sm /"(x, y) d^ = Sm (p{x,y)d^-\- 1 Sm "^{x.y) d^. (lo) 
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Im Folgenden kommen jedoch Doppelintegrale complexer Func- 
tionen von X und y nur gelegentlich vor; es wird also, wenn nicht 
ausdrücklich das Gegentheil bemerkt ist, nur von reellen Functionen 
von X, y die Rede sein. 

6. Functionen, welche ein eigentliches Doppel- 
integral über das Gebiet g zulassen. 

Es genügt hier, von solchen Functionen nur die am 
nächsten liegenden Arten zu erwähnen. 

1) Eine reelle Function f(Xy y), welche in jedem 
Punkte des Gebietes % (die Begrenzung desselben ein- 
geschlossen) stetig in Bezug auf die beiden Veränder- 
lichen X, y ist, hat ein Doppelintegral über dieses 
Gebiet. 

Da f{Xy y) in jedem Punkte des Gebietes % stetig ist, 
so lässt sich jeder positiven Zahl € eine andere d > so 
zuordnen, dass wenn nur {x^ y), {x\ y') zwei Punkte des 
Gebietes % sind, deren Abstand 



Vix - xj + {y- yy 
kleiner als S ist, stets 

\f{x,y)-fV,y')\<e (11) 

ist. Dieser Satz wird ähnlich, wie der entsprechende für 
eine Function einer Veränderlichen gezeigt (vgl. I. S. 348 
n. S. 14). Bemerken wir ferner, dass eine in irgend einem 
Gebiete allenthalben stetige Function von x und y daselbst 
ihre obere und untere Grenze erreicht (II. S. 14), dass es 
also z. B. im Vielecke tr Punkte (a?, «/), {x\ y') giebt, woftir 

f{^y y) = gr f{x\ y') = hr 

ist, so können wir aus (11) schliessen, dass wenn nur der 
Durchmesser Dr von Xr kleiner als S ist, 

ist. Mithin ist, falls nur der Durchmesser eines jeden Viel- 
ecks tr kleiner als S ist, 



n n 

1 1 
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Dabei mögen wir uns nach (7) d auch so klein denken^ 
dass n 

ist, unter x' eine gegebene positive Zahl verstanden. Wir 
haben also unter der Voraussetzung, dass Dr<d (r = 1, . . . w) 
ist, „ 

O£yr0rtr<s(^ + X')y 
1 

wobei « (A + x') jeder vorgegebenen Zahl x > gleich sein 
kann. D. h. es ist 

n 

lim 



im ^!-Örtr'= 0. 



1 



2) Auch eine Function f(Xj y), welche im Gebiete f5 
endlich und in allen Punkten desselben mit Aus- 
nahme einer endlichen Anzahl von einzelnen Punkten 
und den Punkten einer endlichen Anzahl von ge- 
wöhnlichen Linien (S. 37) stetig in Bezug auf x und 
y ist, hat ein Doppelintegral über dieses Gebiet. 
Und zwar ist der Werth desselben unabhängig von 
den Werthen von f(Xj y) in den ausgeschlossenen 
Punkten, wenn sie nur endlich sind. 

Der Beweis dieses Satzes wird durch Benutzung des 
2. Satjjes in Nr. 5 vereinfacht. Wir brauchen nur zu zeigen, 
dass sich jeder positiven Zahl x eine Schaar von das Ge- 
biet 5 gerade bedeckenden Vielecken Xr zuordnen lässt, wo- 
für ^(TrTr kleiner als x ausfällt. Als solche wählen wir 

Rechtecke d^^» mit den Axen parallelen Seiten, wie sie in 
• Nr. 2 eingeführt wurden, q . . . Ca seien die einzelnen Punkte, 
worin f{Xy y) unstetig ist, L^ . . . Li die Unstetigkeitslinien 
dieser Function. Dann denken wir uns die Theile dr und Ss 
zunächst nur so angenommen, dass jeder der Punkte q . . . Ca 
im Innern eines Rechteckes ärSs liegt und keiner von den 
Punkten der Linien L^ ... Li eine Ecke eines solchen bildet. 
Diejenigen Rechtecke, zu welchen Punkte von 5 gehören, 
seien mit r^^ . . . r^^ und darunter jene, welche weder einen 
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der Punkte c^ . . . c^ enthalten, noch mit einer der Linien 
Zi . . . Li einen Punkt gemein haben, mit t?. . . t? bezeichnet. 
Liegen alle zum Gebiete % gehörigen Werthe von f{x, y) 
zwischen den Zahlen A und J?, so ist jedenfalls 

Somit ist 

n 

^ö?T?^(B-^){ÄA2+p(a'-«)A + 2g(&'-6)A}, (12) 

worin A das grösste der Theilchen dr und £,, p die grösste 
Zahl von Punkten, welche eine Parallele zur x-Axe mit den 
Linien L^ . . . Li, q die grösste Zahl von Punkten, welche 
eine Parallele zur y-Axe mit diesen Linien gemein hat, be- 
deutet. Denn h Rechteckchen dr a, enthalten je einen der 
Punkte q . . . Ca, während die Summe derjenigen, welche mit 
einer der Linien L^ . . . Li mindestens einen Punkt gemein 
haben, nach dem 1. Satze in Nr. 2* abgeschätzt ist. Wird 
nun die positive Zahl x vorgelegt, so nehmen wir zunächst 
A so klein an, dass 

(JB-J.){AA« + p((i'-a)A+2g(6'-6)A}<x:2 (13) 

ist. Das ist, da wir ohne Weiteres A < 1 annehmen dürfen, 
sicher erfallt, falls 

A < x:2(5- A){h +p{a; - a) + 2q(V - b)} (= X) 

ist. Denken wir uns die Rechtecke ri+i - • - 1% demgemäss 
fixirt, so können wir, da in dem von 5 noch übrig bleiben- 
den Gebiet %', das jedenfalls aus einer endlichen Anzahl von 
Stücken besteht, f(x, y) ausnahmslos (d. i. mit Einschluss der 
Begrenzung) stetig ist, jedem x' > ein A' > so zu- 
ordnen, dass 

\f{x'y')-f(x,y)\<K' 

ist, wenn nur | a;' — a? | und \y^ — y\ beide kleiner als A' sind. 
Werden nun die auf das Gebiet g' bezüglichen dV und a, 
kleiner als X' angenommen, so ist also 

k Je 

^"S? <j? T? < x' 'S? T» < x' («' - a) (6' - 6). 
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Setzt man jetzt x' — x : 2(a' — a)(6' — b) und bestimmt dar- 
nach X\ so ist die letzte Summe ebenfalls kleiner als x : 2. 
Es ist somit fär jede solche Schaar yon Rechtecken ti . . . t/ir 
nach (12) 

w. z. b. w. 

Der Werth des DoppelintegnJs der obigen Function 
f{x, y) über das Gebiet % hängt davon nicht ab, welche 
Werthe diese Function in den Punkten c^ . . . Ca und in denen 
der Linien Z^ . . . Li besitzt. Denken wir uns in der That 
einer Function / (x, y) in aUen diesen Punkten beUebige 
Werthe ertheilt, welche nur sämmtlich zwischen den näm- 
lichen Zahlen A! ff liegen, während in den übrigen Punkten 
von 5 /"' (ic, y) — fixy y) sein soll, so hat auch diese Function 
dem Vorstehenden zufolge ein Doppelintegral eT über das 
Gebiet %. J"' fallt aber mit J zusammen, wie die Formel (3) 
auf S. 65 an die Hand giebt. Da nämlich die Punkte Cy.,,Ch 
und die Linien i^ . . . Li kein Flächenstück erfüllen, so braucht 
unter den Punkten x^y^ . . .Xn yn in der genannten Formel 
keiner von ihnen vorzukommen, wie klein auch die Viel- 
ecke Tj . . . r» sein mögen, übrigens ist im Falle, dass man 
Tj . . . Tu die Rechtecke dr Sg sein lässt, mittelst einer der 
Formel (12) ähnlichen leicht zu zeigen, dass wenn auch unter 
den x^y^ . . .Xn y» einige von den genannten Punkten sich 
befinden, die Summe der ihnen entsprechenden Glieder von 

^ f (Xr yr) tr zuglcich mit den Sr und £, zur Null con- 
vergirt. 

Beispiel. „Die Function x^'.{x^-\-y^) besitzt über jedes endliche 
Gebiet % ein eigentliches Doppelintegral." Diese Function ist stetig 
in jedem endlichen Punkte ausser x = y = 0. Für den Punkt ic = 
y = hat der Bruch x:(x^-\-y^ keine Bedeutung. Was man aber 
auch der Function, welche in allen übrigen Punkten diesem Ausdrucke 
gleich ist, im Punkte x = y = für einen Werth beilegen mag, un- 
stetig ist sie dort immer. Denn auf dem Halbstrahle x = r cos & 
y = r sin (r>0) hat diese Function ausser im Nullpunkte den con- 
stauten Werth cos 0*, welcher mit sich ändert. Sie ist jedoch in 
der ganzen Ebene endlich, denn alle ihre Werthe ausser etwa dem 
für x = y — liegen zwischen und 1. Enthält das Gebiet g den 
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Punkt aj = y = nicht, so gehört demnach die in Rede stehende 
Function zur ersten der obigen Arten; enthält sie ihn aber, so zur 
zweiten. 

3) Die nächste Klasse der im Gebiete ^ integrirbaren end- 
lichen Functionen bilden diejenigen, deren Unstetigkeiten in folgender 
Art vertheilt sind. Es seien in % eine endliche Anzahl von einzelnen 
Punkten und gewöhnlichen Linien gegeben, ümgiebt man die ersteren 
mit Flächen von beliebig kleinem Dur€!miesser und die letzteren mit 
Canälen von beliebig kleiner Breite, so möge von fj eiii Gebiet gf 
übrig bleiben, in welchem unstetigkeiten der Function f(x,y) nur bei 
einer endlichen Anzahl von einzelnen Punkten und bei den Punkten 
einer endlichen Anzahl von gewöhnlichen Linien vorkonmien. Die erst- 
genannten Punkte und Linien heissen daher Grenzpunkte und 
Grenzlinien 1. Ordnung. Der Beweis wird ähnlich wie im Falle 2) 
geführt. So kann man weitergehen zu Grenzpunkten und -Linien 
2. und höherer Ordnung. 

Anmerkung. Vermöge der Gleichung (10) auf S. 68 besitzt auch 
eine complexe Function der reellen Veränderlichen x und 3/, welche 
einer von den obigen Bedingungen 1) — 3) genügt , ein Doppelintegral 
über das Gebiet gf. 

Endlich sei noch eine über jedes endliche Gebiet doppelt inte- 
grirbare Function angeführt, welche zu keiner der vorstehenden 
Klassen gehört. Sie wurde von P. du Bois-Reymond (J. f. Math. 
94. Bd. S. 278) angegeben und wird uns später (S. 88, 140, 186) von Nutzen 
sein. — Wir bemerken zunächst, dass die Function qp(a;), welche für 
jedes rationale x von der Form (2w -f 1) : 2** (n > 0) den Werth 1 : 2" 
hat und für jedes andere x verschwindet, über das Intervall (0, 1) 
integrirbar ist. Theilen wir die Strecke 1 in 2" gleiche Theile, so er- 
giebt sich für die Summe der Producte von 1:2" in die Schwankung 
von (f (x) in den aufeinanderfolgenden Theilstrecken von der Länge 1:2** 

/2r\ 
Es ist nämlich qp ( "^ 1 der grösste Werth von 9 (x) in den beiden Theil- 
strecken, welche in dem Punkte a; = 2r:2* zusammenstossen. 

- j ist gleich Die Argumente der übrigen in S^ er- 



'(^) 



2^ 

scheinenden Werthe von €p(x) zerfallen in (n — 1) Gruppen und zwar 
sind sie 



1/ 1/ 8/ 1/ 8/ 6/ 7, 

/a » U Ut 1% /8 /8 /s t 



3 2**""^— 1 



on — 1 an — 1 o» — 1 
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Die bezüglichen Functionswerthe sind: qpf_| = — , in der zweiten 
Groppe durchaus y^ , in der dritten durchaus Yg u. s. f., in der letzten 

durchaus -. Demnach ergiebt sich 

21» -1 



3 w — 1 



2" l2" J 2^" 2" 



Somit ist 



lim S« = 

n — + 00 



d. h. die Function <p (x) ist im Intervalle (0, 1) integrirbar. Und zwar 
ist, weil q>{x) in jedem noch so kleinen Intervalle den Werth Null 
annimmt, 



I (p(x)dx = 0. 

e/O 



Ebenso findet man, dass wenn r eine ganze Zahl bezeichnet 



S 



qp (x) dx = 

r 



ist. Daher verschwindet bei ganzzahligem p auch 



I q)(x) . dx. 
e/O 



Endlich folgt hieraus, dass für jedes beliebige Intervall (a, a') 

r 

qp {x) dx = 



r 



ist. 

Nunmehr sei f{Xy y) eine eindeutige Function von x, y, welche in 

allen Punkten des von den positiven Coordinatenaxen gebildeten 

Quadranten verschwindet ausser in den Punkten mit den rationalen 

Coordinaten 

2*» 2« ' 

wofür sie den Werth — haben soll. Diese Function f(x,y) lässt 
ein Doppelintegral über das von den Punkten 

gebildete Quadrat q zu. Um dies zu zeigen, theile man sowohl 
die Strecke (0,1) auf der iC-Axe, als auch die Strecke (0,1) auf der 
y-Axe in je 2** gleiche Theile und ziehe durch die ersteren Theil- 
punkte Parallele zur y-Axe, durch die letzteren Parallele zur a;-Axe. 
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Dadurch wird das Quadrat q in 2*^* Quadrate zerlegt. Bilden wir 
nun die Summe aus den Producten des für alle diese Theile von q des 
gleichen Inhalts 1:2*** in die jedem zukommende Schwankung von 
f{x^ y) und bedenken, dass f{x^ y) auf jeder in einem rationalen 
Abstände von der Form y = (22)-|-l) : 2' von der aj-Axe befindlichen 
Parallelen zu derselben für jedes x gleich qp(ic) ist, auf jeder anderen 
Parallelen aber durchaus verschwindet, so erhalten wir zunächst für 
die Summe aller Producte, welche zu den längs einer und derselben 
Parallelen zur a;-Axe liegenden Rechtecken gehören, S : 2" und somit 
für die ganze Summe 

an n • 

Daraus folgt, dass sie bei lim n — -\-oo den Urenzwerth Null hat. 
Es ist somit nach dem 2. Satze in Nr. 5 f(x,y) über das Quadrat q 
doppelt integrirbar. Und zwar hat man offenbar 

^■=0, also / / f{x,y)dxdy = 0. (13*) 

JJ(q) 

Das von den Punkten x=^0 y^O^ x=^p 2/ = 0, x — y—Pt 
cc^p y=p, unter p eine natürliche Zahl verstanden, gebildete Qua- 
drat lässt sich durch Parallele zu den Axen, von denen je zwei den 
Abstand 1 besitzen, in p^ Quadrate von der Seite 1 zerlegen. Theilen 
-wir jedes von ihnen in der nämlichen Weise wie oben q und bilden 
die Summe der Producte der zu jedem Rechtecke gehörigen Schwank- 
ung von f{Xy y) in seinen Inhalt 1:2^^*, so bekommen wirj9*iS^. Auch 
dieser Ausdruck hat bei lim w = 4-^50 den Grenzwerth Null; somit lässt 
f{x, y) auch über das letztere Quadrat ein Doppelintegral zu. Dasselbe 
hat ebenfalls den Werth Null. — Da man ein in dem von den 
positiven Axen gebildeten Quadranten gelegenes Gebiet % bei ge- 
hörig grossem p durch das soeben erwähnte Quadrat einschliessen kann, 
so ist /"(a;, y) auch über §f doppelt integrirbar (5. Satz auf S. 76). 

7. Allgemeine Sätze über die eigentlichen Doppel- 
integrale. 

Aus der Definition (3) des Doppelintegrals auf S. 65 
folgen unmittelbar die drei Sätze: 

1) „Wechselt das Integrationsgebiet sein Zeichen, so 
auch das Doppelintegral d. i. 

S(-mf{^,y)d^==-S^f(x,y)dK." ' (14) 

Mit dem Integrationsgebiet wechseln nämlich auch die Viel- 
ecke Tr ihr Zeichen. 
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2) Es ist, wenn C eine Constante bezeichnet, 

S^ Cf{x, y) dK ^ CS^f(x, y) dA. (15) 

3) Das Doppelintegral einer Summe ist gleich der 
Summe der Doppelintegrale der Addenden. Dies kommt 
auf den Satz zurück: 

S^8f{/i(^, y) + fi{^7 y)]df<- Sfifi(x, y)dK + S^f^{x, y)dK. 

4) Eine von m einfachen geschlossenen Bändern be- 
grenzte ebene Fläche % heisst m-fach zusammenhängend 
(XV. 1). Man kann eine solche durch Ä;(<w) Querschnitte 
in eine (m — fc)-fach zusammenhängende Fläche Qf ' verwandeln. 
[So wird z. B. die von den beiden Dreiecken ABC und DJEF 
begrenzte, zweifach -zusammenhängende Fläche in Fig. 5* auf 
S. 41 durch den Schnitt ^D in die einfach -zusammenhängende 
ABGADEFDA verwandelt] Wir sagen dann, dass 

S%f{^jy)df<=-S^'f{x,y)dK 
ist. 

5) „Wird aber das Gebiet % durch eine einfache (d. h. 

sich selbst nicht schneidende) gewöhnliche Linie q in zwei 
getrennte Gebiete %^, 5s zerlegt, so hat die Function f{Xj y), 
welche ein Doppelintegral über das Gebiet % besitzen soll, 
auch über jedes der Gebiete 5^, §2 ^i^ Doppelintegral. Dabei ist 

J-S^f{x, y)d^ « S^J{x, y)d^+8^J{x, y)dK, (16) 

Der Satz gilt auch umgekehrt. Hat die Function /*(x, y) 
ein Doppelintegral über jedes von zwei aneinandergrenzenden 
Gebieten Si> 82^ ^^ auch über das durch Vereinigung beider 
entstehende Gebiet 5i + ^2 *= S ^^^ ®s besteht die Formel (16)." 

Beweis, Dass f{xy y) im Gebiete %^ (sowie in %^ ein 
Doppelintegral J^ (bezw. J^ besitzt, ergiebt sich unmittelbar 
aus dem 1. Satze in Nr. 5. Denn eine auf die Fläche %^ 
bezogene Summe T,örtr ist ja niemals grosser als alle jene 
über die ganze Fläche % sich erstreckenden Summen J.ör'tr^ 
wovon sie einen Theil bildet. — Um die Gleichung (16) zu 
begründen, überziehen wir das Gebiet % mit Rechtecken dr«*, 
deren Seiten zu den Coordinatenaxen parallel sind (vgl. Nr. 2), 
und theilen die dasselbe gerade bedeckenden Rechtecke t^, . . t% 
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in dfei Klassen: 1) jene, zu welchen nur Punkte von fJi gehören, 
2) jene, zu welchen nur Punkte von ^2 gehören, und 3) jene, 
welche entweder mit der Begrenzung von f^ oder mit der 
Linie q mindestens je einen Punkt gemein haben. Ihnen 
entsprechend setzen wir 

iV 
^fi^r, yr)tr^T fixier, yi,r)Tl,r+ I/'C^g^r, y2,r) t^r 



(17) 



Lassen wir jetzt alle dr (r •= 1, 2 . . . m) und alle £, (5 = 1, 2 . . . w) 
gegen Null convergiren, so hat die linke Seite nach (3) auf 
S. 65 den Grenzwerth J, das erste Glied rechts nach (8) 
den Grenzwerth J^, das zweite den Grenzwerth J^ und das 
dritte nach dem 1. Satze auf S. 42 den Grenzwerth Null. 
[Die letzte Behauptung folgt natürlich durch sinngemässe 
Anwendung der Beziehungen (30) auf S. 5& und (12) auf 
S. 71, wobei in der zweiten B — Ä durch C, welche Zahl 
grösser sein soll als jeder Werth von | f(Xy y) \ im Gebiete fj, 
zu ersetzen ist.] Demnach ergiebt sich aus (17) die Gleich- 
ung Jf ^ J^^ eTj, w. z. b. w. 

Ist umgekehrt bekannt, dass die Function fix, y) in den 
Gebieten 5i> ^2? welche längs der Linie q an einander grenzen 
und zusammen die Fläche ^ ausmachen, je ein Doppel- 
integral besitzt, so hat die rechte Seite von (17) zufolge 
des soeben Bemerkten bei lim t?==0 den Grenzwerth «Ti + eTg, 
also auch die linke. Also ist S^f(Xy y)d^ vorhanden (S. 67) 
und gleich J^ + J^. ' 

Ein besonderer Fall des Satzes 5) ist dieser: 

„Die Zahl der aus zwei (oder mehreren) Theilen 
bestehenden ebenen Fläche fj ist gleich der Summe 
der diesen Theilen zukommenden Zahlen." Häufig 
wird er in wenig logischer Weise zur Erklärung der Zahl 
einer aus Theilen zusammengesetzten Fläche ^ benutzt. 

6) „Wenn die über das positive Gebiet ^ doppelt inte- 
grirbare Function f(Xj y) in keinem Punkte desselben einen 
negativen Werth besitzt, so hat man 

S^f(x,y)dk^O, (18) 
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Hat f{x,y) entweder im Gebiete § selbst oder doch in einer 
Fläche @, • welche einen Theil von 5 bildet, eine positive 
untere Grenze, so ist das Doppelintegral iS^f(x, y)dA positiv. 
Diese Bedingung ist erfüllt, wenn f(x, y) in allen Punkten 
innerhalb fj stetig ist und nicht in jedem den Werth 
NuU hat." 

Die Beziehung (18) ist eine unmittelbare Folgerung aus 
der zweiten Erklärung des Doppelintegrals (S. 65), indem 
nunmehr ^f(xryr)tr^O ist. Der Zusatz wird in ähnlicher 
Art bewiesen wie der entsprechende auf S. 372 d. I. T. — 
Aus 6) ergiebt sich sofort der Satz: 

7) „Lassen die Functionen f{x,y)^ ffi^yV) ö'^er das 
positive Gebiet ^ je ein Doppelintegral zu und ist in jedem 
Punkte von % f(xy y) ^ g(x, y), so hat man 

S^f{x, y) dA ^ 8^g{x, y) clK.'^ (19) 

8) „Hat die Function f{xj y) im positiven Gebiete fj 
sowohl positive, als auch negative Werthe, so folgt aus dem 
Vorhandensein von S^f(Xy y) r?A auch das von S^ \ f{x, y) \ dA 
und zwar ist 

I S^f(x, y) dlK I < Sg I f{x, y) \ dA. (20) 

Hier steht sicher das Zeichen <, wenn sich aus dem 
Gebiete |5 ein Gebiet @' ausscheiden lässt, in welchem f(x,y) 
durchaus positiv und eins, @", in welchem f{Xf y) durchaus 
negativ ist." Solche Gebiete lassen sich stets angeben, wenn 
die Function f(Xj y) in allen Punkten von 5 stetig ist. 

Die Existenz von S^\f\dA ist in diesem Falle selbst- 
verständlich. Um sie allgemein zu beweisen, braucht man 
blos zu bemerken, dass die Schwankung der Function \f(Xyy) \ 
in einem beliebigen Gebiete niemals grösser sein kann als 
die von f(Xy y) selbst im nämlichen Gebiete. Nimmt nämlich 
f(Xy y) daselbst entgegengesetzt bezeichnete Werthe an, so ist 
die obere Grenze g von f(x, y) positiv, die untere k negativ 
und die Werthe von | f(Xy y) | liegen im Intervalle von Null 
bis zu der grösseren der Zahlen g und — ft, so dass die 
Schwankung von | f(Xj y) \ jedenfalls kleiner als g — k ist. 
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Die Beziehung (20) und das Weitere folgt dann aus dem 
Satze 7) durch die Bemerkung, dass 

'-\f{^,y)\'^f{^yy)<\f{^>y)\ 

ist. 

Die ümkehrung des Satzes 8) ist nicht immer zulässig. So hat 

z. B. die Function, welche in jedem Punkte von % den Werth 1 be- 
sitzt, ein Doppelintegral über fj, nicht aber die am Schlüsse von S. 62 
erwähnte Function, deren absoluter Betrag überall 1 ist. (A. Harnack, 
Math. Ann. XIX. S. 257 Note.) 

9) „Nimmt f{x,y) innerhalb des Gebietes fj positive 
und negative Werthe an, so sei die Function fi(x,y) in 
jedem Punkte von 5, wo f(x, y) positiv ist, gleich f{Xy y) 
und in jedem anderen gleich Null. Dagegen sei f^ix^y) in 
jedem Punkte von %, wo f{x, y) negativ ist, gleich — fix, y)y 
in jedem anderen gleich Null. Lässt f{x, y) ein Doppel- 
integral über das Gebiet ^ zu, so auch fi{x,y) und 

Wenn die Function f{Xy y) im Gebiete % durchweg 
stetig ist, so ist der Satz ohne Weiteres ersichtlich. Er gilt 
indess allgemein, weil die Schwankung von fx{x,y\ sowie 
die von f^ {x, y) in jedem zu ^ gehörigen Gebiete nicht 
grösser sein kann, als die von f(xy y) im nämlichen Gebiete. 

Aus dem 7. und 8. Satze folgt unmittelbar: 

10) „Ist in dem positiven Gebiete § durchaus 

\fi^,y)\<c 

und % die Zahl der Fläche ^5? so hat man 

11) „Haben die Functionen f{x,y) und (p{Xjy) ein 
Doppelintegral über das Gebiet ^J, so auch ihr Product 
fix,y) q>{x,yy 

Auch dieser Satz ist selbstverständlich für die Func- 
tionen der beiden in Nr. 6 aufgeführten Klassen. 

Will man ihn allgemein nachweisen, so lasse man G^^, X^ obere 
und untere Grenze von f(x, y)(p(x^ y) im Vielecke r^ sein. Dann 
giebt es zu jedem £>0 Punkte x\ \f \ x''^ y'' derart, dass 

fia!, y) <p (x; y-)>G^-s f{x-, y") <p (x", y") <K^ + i 

ist. Somit hat man 
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O^G^-K^<f{x\ y') q>{x\ y') - f{x\ y") q>(af\ y") + 2b, 

oder 

0<G,-K^< f(x\ y') { 9 {x\ y) - 9 (a;", y ") } 

+ 9(^', s/Of/^C^', y')-A^'. y")} + 2a. 

Nun sei für das ganze Gebiet % | f{x, y) |< C', | 9(ic, y) |<r und femer 
sei im Vielecke x^ die Schwankung von f{x,y), wie bisher, a , die 
von ffix^y) aj!. Wir finden daher 

n n n n 

1 111 

Daraus ergiebt sich vermöge der Relationen 

ii n n 

lim ^r ff r = lim ^r ff ' r^ = lim ^r t^ = A 

unmittelbar unser Satz. 

12) „Hat die Function fp(x, y) ausserdem die Eigen- 
schaft, dass ihre Werthe im Gebiete ^ nicht entgegen- 
gesetzt bezeichnet sind, und liegt keiner der Werthe 
von f(Xy y) ausserhalb des Jntervalles (k^g), so liegt das 
Doppelintegral ^^^^^^ ^) ^^^^ ^^ ^f^ 

nicht ausserhalb des von den Zahlen 

JcS^(p{Xyy)d^ und gS^q){x,y)d^. (21) 

gebildeten Jntervalles. — Sind die Functionen f{x, y), (p(Xj y) 
in allen Punkten des Gebietes ^ stetig und hat die letztere 
nicht in jedem den nämlichen Werth, so liegt unser Doppel- 
integral zwischen den Zahlen (21). Dabei ist nach dem 
6. Satze S^(p(Xjy)dA von Null verschieden und es geht 
der Satz in den Mittelwerthsatz über: 

S^f(x, y) cp{x, y)dK : S^,p{x, y) dk = f{X, Y), (22) 

worin X, Y die Coordinaten eines nicht näher bekannten 
Punktes innerhalb des Gebietes % bedeuten/' 

Beweis. Es sei z.B. durchaus in % (p(Xy y)>,0. Da in 
jedem Punkte von JJ 

ist, so hat man demnach 
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und somit zufolge des 6. und 3. Satzes 

gS^ (p {x, y) d^ - S^ f(x, y) <p {x, y)d^>0 ) 

(23) 
^g fi^j y) ^{^y y) ^A — hS^ (f {x, y) dk > 0. J 

Dies ist der erste Theil des Satzes 12). Wenn 

S^(p(x,y)d^ 

positiv ist, so dürfen wir die Ungleichungen (23) durch 
diese Zahl dividiren. Dadurch ergiebt sich, dass der Quotient 
auf der linken Seite von (22), den wir kurz mit (i bezeichnen, 
zwischen Je und g liegt. Ist nun die Function f(x, y) in 
allen Punkten von % stetig, so giebt es in fj nothwendig 
Punkte XF, worin sie den Werth fi annimmt.^) 

8. Verwandlung des eigentlichen Doppelintegrals 
in ein zweimaliges Integral. 

Das Doppelintegral lässt sich direct nicht berechnen; 
selbst wenn f(Xj y) = 1 ist, geht dies nur bei den einfachsten 
Annahmen über das Integrationsgebiet an. Die Auswerthung 
des Doppelintegrals gelingt jedoch häufig durch Umwandlung 
desselben in ein zweimaliges Integral. Wie sie vorzunehmen 
ist, lässt sich aus dem nachstehenden Satze entnehmen, 
welcher sich auf den gewöhnlich vorkommenden Fall be- 
zieht, dass das Integrationsgebiet % nur einen Rand hat, 
der von jeder Parallelen zur Ordinatenaxe höchstens in zwei 
Punkten geschnitten wird. 



1) Ist nämlich f(os,y)=g f{x'^ y") = k, so verbinde man die 
Punkte {x', y'), {x'\ y') durch irgend eine stetige Linie, welche das 
Gebiet g nicht verlässt und die Darstellung a? = qp(t) y^ipiz) zulässt, 
wobei q){z') = x* i^(t') = 2/i <p{'(^') = x" t/>(r") = y" und die Functionen 
qp(r) t/;(T) für jeden Werth von r im Intervalle (t', t") stetig sein 
sollen. Eine solche Linie kann man z. B. aus geraden Strecken zu- 
sammensetzen. Da nun die Function F{x) = f\(p{x)^ '^W] stetig ist 
bei allen den genannten Werthen von z und F{t') = g F{t") = k ist, so 
giebt es nach dem Satze auf S. 9 d. I. T. einen Werth T zwischen z 
und z" derart, dass F{J) = fi ist. Man hat somit, wenn man 
9(T) = X, tp{T)= Y sein lässt, f{X, Y) = ii. 

Stolz, Differential- u. Integralrechnung. III. (> 
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L Satz.^) „Das Integrationsgebiet g (Fig. 10) sei also 
die Fläclie, welche begrenzt ist von den zur y-Axe parallelen 
Strecken ÄKiK2 und A^L^L^ und den gewöhnlichen Linien 
K^L^ und K^L^y welche von jeder zwischen den genannten 
Strecken liegenden Parallelen zur y-Axe nur je in einem 
Punkte geschnitten werden. Die Punkte -KiJSTg einer- und 
L^L^ andererseits können auch zusammenfallen. Wie in 
Nr. 2 seien die äussersten Werthe der Abscissen der Rand- 
punkte von 5« OÄj OAl 
mit a^ a\ die äussersten 
Werthe ihrer Ordinaten: 
OB, OS' mit 6, V be- 
zeichnet. Die zur Abscisse 
OP=x zwischen a und a! 
gehörigen Ordinaten der 
Linien K^Ly^y K^L^ seien 



Fig. 10. 



£: 




ih 




A P 



PA' 






(1) 



wobei q)i{x) und 9^2 (^) i^^ 
Intervalle (a^ a!) von x eindeutige und stetige Functionen 
vorstellen.^' 

„Femer sei f(Xj y) eine für jeden Punkt des Gebietes ^ 
eindeutige und darin endliche Function von x, y, so zwar, 
dass für jeden Punkt von ^ 

\f{x,y)\<C (2) 

ist. Endlich nehmen wir an, dass f{xy y) ein Doppel- 
integral über das Gebiet % 

1) Vgl. A. Harnack in der deutschen Bearbeitung des Lehrbuchs 
der Differential- und Integralrechnung von Serret II. Bd. Nr. 682, 
femer Math. Ann. Bd. 26 S. 667, E. Bossen felder, lieber die Reihen- 
folge gewisser Grenzoperationen in der Integralrechnung, Programm 
des Gymnasiums zu Strassburg in Westpr. 1891 S. 20, C. Arzela, Sugli 
integrali doppi Mem. deU'Acc. di Bologna ser. 5. T. 11 (1892) S. 133 flg. 
Die Zurückführung des 1. Satzes auf den Fall, dass das Integrations- 
gebiet ein Rechteck ist, hat Pringsheim (Münchner Sitz .-Ber. 1898 
S. 73) angegeben. — Den dem 1. Satze entsprechenden über das obere 
lind untere Doppelintegral findet man bei C. Jordan, C. d'An. 2. ed. I 
Nr. 56 u. 57. 
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J-f ff{x,y)dxdy (3) 

zulasse." *^ *^^^^ 

„Ob fix, y) bei constantem x (a^^X'^a!), d. i. wenn y 
das Intervall . von ^i{x) bis (f^ipc) beschreibt, nach y inte- 
grirbar ist, lässt sich aus dem Vorstehenden im Allgemeinen 
nicht entnehmen.^) Jedenfalls giebt es aber bei der Endlich- 
keit dieser Function im Intervalle {^i{x)j (p^ipc)) von y ein 
oberes und unteres Integral derselben über dieses Intervall, 
welche im Anschlüsse an die in Nr. 3 eingeführten Bezeich- 
nungen mit 

' f{?^^y)^y und / f{x,y)dy 

bezeichnet werden (vgl. Nachtrag 11. 1). Bildet man die 
Function 



<t>(x)^/ f{x,y)dy 
•yyx 

[ /*(i)y» /»(2)ya ) 

+ \J f{^,y)dy-J f{x,y)dy)^Q{x), 



(4) 



Vx •yyi 

worin %{x) irgend eine Function von x, deren Werthe im 
Intervalle (0, 1) liegen, bedeutet, so ist dieselbe im Inter- 
valle (a,a^) von x integrirbar und zwar hat man 



tya 



*(a;)rfa; = J". (5) 

^^^ /^(i)y. /^(2)y, 

/ f{x,y)dy=-l f{x,y)dy 

d. h. f{x, y) bei einem festen Werthe von x im Intervalle 
(a, a') nach y von y^ == q>i{x) bis y^ = 9^2 (^) integrirbar, so ist 

(o;) = / fix, y) dy." 

Dieser Satz lässt sich zurückführen auf den einfacheren 
Fall, dass das Integrationsgebiet das zwischen den 
Abscissen a, d und den Ordjnaten 6, V liegende 

1) Näheres darüber bei P r i n g s h e i m, Münchner Sitz.-Ber. 1 899 S. 40 f. 

6* 
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Rechteck K^L^L^K^ (Fig. 10*) sei. Damit wollen wir uns 
also zunächst beschäftigen. Denken wir uns zwischen a und a! 
der Reihe nach irgend welche Werthe a^(i^,,.am—iy des- 
gleichen zwischen 6 und V der Reihe nach die Werthe 

\h^,,,hn—\ eingeschaltet, setzen 

Fig.lO*. 
Y eil — (1 = 0^ 



B' 


^. 






^'z 




: r : 

1 '. \ 






TC, 


■f j- 

,,J i. 


....'... 




B 

4 






A 


1 , 




1 1 

! : 

1 i 




T 


' ^ 






^ 


l' 



0^2 ö^i — vf2 
y — &n-l = f« 

und bezeichnen mit ^r einen 
beliebigen Werth im Intervalle 
(ar— 1, «r) (*• == 1 . . . m) und mit i/^ einen solchen im Inter- 
valle (&«— 1, 6*) (5 = 1... n)j so lässt sich das nunmehr in 
Betracht kommende Doppelintegral 



J J{K^ 



f(x, y) dxdy ^ H 



{Kl Li La ^a) 

zufolge der Formel (9) auf S. 67 durch die nachstehende 



(6) 



m 



n 



H= lim 'Sr'Slf(Xr,y,)SrS, 



<f, = 



«V V 



(7) 



darstellen. Diese Summe hat mn Glieder, wovon je eines 
einem jeden der mn Rechtecke entspricht, in welche das 
Rechteck K^L^L^K^ dadurch zerfällt, dass man durch die 
auf der X-Axe zwischen Ä und Ä^ eingeschalteten Punkte 
die Parallelen zur Y-Axe und durch die auf der F-Axe 
zwischen B und B' eingeschalteten Punkte die Parallelen 
zur X-Axe zieht. 

Wir haben nun zu zeigen, dass 



m 



lim yr<i>(Xr)dr= H 



d,= ^ 



(8) 



ist. Zu diesem Ende setzen wir 
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m 




l<i>(x)Sr-H 



m 



m n 



^ 1 11 

t m n 
+ 




(9) 



1 1 

Der Ausdruck in der zweiten Zeile rechts hat nach (7) bei 
lim dr = (r = 1 . . . m)j lim 5, = (5 = 1 . . . w) den Grenz- 
^werth Null. Wenn wir das Nämliche bezüglich des Aus- 
druckes in der ersten Zeile zu zeigen vermögen, so ist hier- 
durch die Formel (8) dargethan. 

Ordnen wir die Doppelsumme in (7), welche wir kurz 
mit S bezeichnen, nach den Zahlen d^ . . . ömy so erhalten 
"vrir unmittelbar 

m f n \ 

<i>(Xr) dr - S =2^ <t>(Xr) -^ f(Xr, y.) S, Sr. (10) 

Dann bemerken wir zunächst, dass nunmehr nach (4) 

/(2)6' /^(1)6' 

f(ocr, y) dy £ <P(xr) ^Jf fixr, y) dy (11) 

ist. Wenn wir die obere Grenze von f{xri y) im Intervalle 
(fe,_i, 6,) von y mit g^p bezeichnen, so haben wir nach der 
Beziehung (12) auf S. *355 d. I. T. 




/ 



(1)6' 



n 



ir) 



f{^ny)dy <yfgy€s^ 



(12) 



Bedeuten grs krs die obere und untere Grenze von f(xy y) 
im Rechtecke MM'M'''M" mit dem Inhalte drS^ (Fig. 4 
auf S. 39), so ist ^f^ ^ ffr.s* Man hat also nach (12) 



/ 



(1)6' 



n 



f{xryy)dy<ysgr,sBs' 



(13a) 



Auf ähnliche Weise ergiebt sich die Beziehung 



/ 



(2)6' 



n 



f{xr,y)dy'^y,1ir,,s,. 



(13b) 
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Aus den Beziehungen (13) folgt mit Rücksicht auf (11), 



dass 



n 



ist, 



1 1 

ist. Andererseits haben wir> da 

n n n 

11 1 

Zufolge der Beziehungen (14) und (15) ist dann 

n 
1 

mithin nach (10) 



(14) 



(15) 



7» 



m 




l<t>(Xr)Sr-S 



m n 



^2 ^'2'^''' ~ *^''^*'- ^^^^ 



Da die Function f{x, y) ein Doppelintegral über das 
Becliteck KiL^L^K^ besitzt, so hat man nach dem 1. Satze 
auf S. 63 



m n 



lim 




cJ^=0*^ = ^ ^ 



ryf(ffr,s-Ks)Sres=0 



d. h. es lässt sich jeder Zahl x > eine andere A > so 
zuordnen, dass 



m n 



1 1 

ist, wenn nur jeder Theil dr und jedes e, kleiner als l ist. 
Unter der nämlichen Voraussetzung über die dr und £, ist 
also nach (16) 



m 




r<t>(Xr)dr-S 



< X. 



Damit haben wir die oben angekündigte Formel 



/ m 



lim 

6^—0 «, = 



m n 




r <t> (Xr) Sr — >r >. f(Xry «/,) *r «. 
1 11 



.=-0 



erwiesen. 
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Um den Satz 1) allgemein zu beweisen, fuhren wir 
eine zweite Function fiipc^ y) ein, welche in allen Punkten 
des vorgelegten Integrationsgebietes % gleich der gegebenen 
Function" fix^ y) sei, und in allen übrigen Punkten des 
Rechteckes G^H^H^G^ in Fig. 10, das zwischen den Ab- 
scissen a, a! und den Ordinaten 6, V liegt, verschwinde. 
Diese Function lässt zufolge des 2. Satzes auf S. 70 ein 
Doppelintegral über das genannte Rechteck zu. Und zwar 
ergiebt sich nach dem 5. Satze auf S. 76, da die Doppel- 
integrale über die einzelnen Theile von G^H^S^G^^ welche 
nach Wegnahme des Gebietes % zurückbleiben. Null sind, 

/ / fi{^>y)d^dy^ I I f{x,y)dxdy{^J). (a) 

Wir haben nun zufolge des gerade früher Bemerkten 

/ / /i(^, y) dxdy = I <i>^{x)dx, (b) 

worin "^ J{g,h,h,o^) Ja 

/»(2)ö' 



+ 



' fi(^,y)^y- fi{^,y)äy 

b Jh 



^{x) 



ist. Allein es ist 



' fi(^,y)äy= fiix,y)äy 

b Jb 



■/ f(^,y)dy + 1 fi{^,y)dy, 

•Jyr t/ya 



somit, da das erste und dritte Glied verschwindet, 

' fi{^,y)^y-l f{^,y)dy^ 

b njy^ 

Ebenso findet man die Gleichung 

' fi{^,y)^y-\ f{^yy)dy' 

b tJifx 

Wir dürfen somit ^^{x)^^{x) setzen und gelangen 
daher von den Formeln (a) (b) unmittelbar zu der zu be- 
weisenden (5). 
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Die nämliclie Schlussweise lässt sich bei beliebiger 
Gestalt des Gebietes § anwenden. 

Aus dem vorstehenden Satze folgt aber keineswegs^ dass 
für jede Function f{x, y)y welche ein Doppelintegral über 
das Gebiet ^ besitzt^ das zweimalige Integral 



f äxf 



i\^, y) dy 



auch nur einen Sinn zu haben braucht. Dies zeigt in der 
That das nachstehende, von P. du Bois-Reymond ge- 
gebene Beispiel. 

Betrachten wir das Doppelintegral (13*) auf S. 75. Wenn wir uns 

2W2 + 1 

X = ' — (c) 

denken, so hat f{x^ y) für jedes y von der Form 

den nämlichen Werth 1:2**, füi: alle übrigen y den Werth Null. 
Diese Function ist also nach y von y = bis y =\ nicht integrirbar, 
vielmehr ist daselbst ihr oberes Integral 1 : 2", ihr unteres 0. Für 
die anderen Werthe von x im Intervalle (0, 1) verschwindet /"(a?, y) 
bei allen y '. <:^y <^1, es ist somit 



i 



1 





Eine Function <t>{x)^ welche für die ebengenannten Werthe von x ver- 
schwindet, für die Werthe (c), welche ein im Intervalle (0, 1) überall- 
dichtes System bilden, aber gar nicht erklärt ist, ist zu wenig be- 
stimmt, um als integrirbar oder nicht integrirbar im Intervalle (0, 1) 
bezeichnet zu werden. In der That setzen wir z. B. auch in den 
Punkten (c) 0(ic) = O, so lässt (t>{x) ein Integral im Intervalle (0, 1) 
zu, setzen wir aber daselbst <t>{x) = l, so ist <t>{x) nicht integrirbar 
von x = bis x = l. Demnach hat für die in Rede stehende Func- 
tion /*(.T, y) das zweimalige Integral 



Jf dxl f{x, 
Jo 



y)dy 

keine Bedeutung. Dagegen ist für jedes y, 0<2/<l, 

rf{x,y)dx = (i. 



somit 
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/ lf(^yy)dxdy = l dyi fix, 



y) dx = 0. 



2. Satz.^) „Ist die eindeutig« Function f{x^y) in 
jedem Punkte des in Rede stehenden Gebietes 5 
stetige so hat man 

/ / f{x, y) dxdy= dx f{x, y) dyJ' (17) 

Denn unter dieser Voraussetzung ist nicht nur das 
Doppelintegral links vorhanden (S. 69), sondern auch das 
einfache Integral 

' f(x,y)dy (a<x<a'), (18) 






weil f(Xy y) bei constantem x eine stetige Function von y 
ist bei allen Werthen von y^ (fiipo) < «/ < 9^2 (^)- ^^^ haben 
also nach (4) für jedes x im Intervalle (a^ a') zu setzen 

<i>{x)=r^\{x,y)dy. (19) 

3. Satz. „Die Gleichung (17) gilt auch in dem Falle, 
dass die Function f{Xj y) im Gebiete g endlich ist und 
dabei stetig in allen Punkten von ^ ^^^ Ausnahme einer 
endlichen Anzahl von einzelnen Punkten und von gewöhn- 
lichen Linien, welche entweder parallel sind zur 
y-Axe oder mit jeder Parallelen zu ihr höchstens 
eine bestimmte Anzahl von Punkten gemein haben 
(S. 37)/^ 

Beweis wie beim 2. Satze. Nunmehr ist das Integral (18) 
höchstens für eine endliche Anzahl von Werthen des x im 
Intervalle (a, a') nicht vorhanden; bei jedem andern x hat 
die im Intervalle (^i(^), 9^2 (^)) ^^^ V endliche Function 
f(xy y) Unstetigkeiten nur bei einer endlichen Anzahl von 
Werthen des y innerhalb desselben und ist daher nach y 
von y = (pi{x) bis y = q>2{x) integrirbar (vgl. I. S. 358). 

1) Der 2. und 3. Satz wurden vom Verfasser direct bewiesen Math. 
Ann. Bd. 26 S. 93. 
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/ dx I 



Die Gleichung (17) besteht auch für die auf S. 73 erwähnten 
Klassen von integrirbaren Functionen f{x^ y). 

4. SatB. Wir nehmen jetzt an, dass der Rand des 

Gebietes % auch durch eine Parallele zur rc-Axe höchstens 

in zwei Punkten geschnitten wird, so dass zu jedem zwischen 

h und V gelegenen Werthe der Ordinate y zwei Punkte des 

Bandes gehören, deren Abscissen 

seien. „Alsdann besteht im Falle, dass die Function f(xy y) 
ein Doppelintegral über das Gebiet $ zulässt und dabei die 
im 2. oder 3. Satze angegebenen Eigenschaften besitzt, die 
Formel 

f{x,y)dy^j dyl f{x,y)dx}' (20) 
>i(*) */* t/Vi(y) 

Es ist nämlich nicht blos die linke, sondern auch die rechte 
Seite dieser Gleichung gleich dem Doppelintegrale der Func- 
tion f{xy y) über das Gebiet fj. Das Letztere folgt aus den 
vorstehenden Sätzen durch Yertauschung der Abscissen x 
mit den Ordinaten y, 

Beispiel. Man berechne das Doppelintegral der auf S. 72 er- 
wähnten Function a;* :(«;*+ y*) über das Dreieck OEH (Fig. 11), wo 

0E=^EH = 1 

ist. Lägst man zunächst x = OP constant, 
so nimmt y in dem Dreiecke OEH alle 
Werthe von 

y = bis y = PM = x 

an, da, OH die Halbirungslinie des rechten 
Winkels XOY ist. x selbst hat von 

X = bis X — 1 



Fig. 11 




zu gehen. Man findet somit 



'ff 

JJio. 



X' 



Bei positivem x ist 

/« xdy 



dxdy 






y 



x^-\-y^ 



= arc tan ^ = — 



X 



y=0 







x^ 



"8 
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Weitere Beispiele finden sich in Nr. XVIII. 4 und 7, ferner 
in XIX. 6, 7, 10. 

9. Anwendungen des Satzes von Nr. 8. 

Am nächsten liegen die folgenden: 

1) „Bezeichnet 5 das nämliche Gebiet wie in der 
vorigen Nummer, so haben wir nach S. 60 für die Zahl der 
ebenen Fläche % 

I I dxdy =- 1 dx I dy ^ j (^%(x) — (Pi{oo)) dx}^ (a) 

Lassen wir die Linie 

mit der Strecke AA! (Fig. 10) selbst zusammenfallen, so ist 

9^1 (^) = (« ^ ^ ^ öt') 

zu nehmen und wir erhalten für die Zahl der Fläche AÄL^K^^ 
wie auf S. 359 d. I. T., den Werth 



t/a 



tp^{x)dx. 



2) Wenn die im endlichen Intervalle (a, a!) eindeutige 
und endliche Fimction f{x) mindestens bei allen x innerhalb 
desselben stetig ist, die im endlichen Intervalle (i&, V) ein- 
deutige und endliche Function g(jf) mindestens bei allen y 
zwischen h und h\ so bildet das Product f{x) g(y) eine im 
Rechtecke ABAlB^ (Fig. 1 auf S. 12) endliche und inner- 
halb desselben durchaus stetige Function von x und y. Man 
hat daher nach dem 2. bezw. 3. Satze der vorigen Nummer 

/ / , A^^9{y)dxdy^ I dxi f{x)g{y)dy 

J J{ABA'B^) Ja Jb 



= / f{x)dx,l g(y)dy. 



3) Wenn die eindeutige Function f{x, y) in dem soeben 
erwähnten Rechtecke ABA'B' ausnahmslos stetig oder, 
unbeschadet ihrer Endlichkeit daselbst, nur in einer endlichen 
Anzahl von einzehien Punkten und ganzen Linien unstetig 
ist, so erhalten wir aus der Formel (20) auf S. 90 die (bei 



92 XVII. Abschnitt Nr. 9. 

etwas beschränkteren Voraussetzungen über die Function f{x^ y) 
bereits auf S. 2 bewiesene Gleichung^) 

/ dx 1 f(x,y)dy^l dy j f{x,y)dx, ' (b) 

4) Verhält sich die Function f{xj y) wie in 3) und be- 
zeichnen Xj y die Coordinaten eines Punktes M im Rechtecke 
ABÄB' (Fig. 1), jedoch nicht auf den Seiten AB und AB' 
gelegen, so hat man nach 3) 



I I f{^yy)dxdy= j dx j f{x,y)dy 

J J{ANMF) Ja Jb 



ny /*« 

Jh Ja 



y)dx. 



(c) 



Dieses Doppelintegral ist eine eindeutige Function von x 

und y, wofür wir kurz F{x^ y) schreiben. Es werde ferner 

festgesetzt, dass 

F{x, fc) = {a<x<a!) 

F(a,y) = (h<y<V) 

sei. Die so erklärte Function F{x,y) ist stetig in 
Bezug auf x und y in jedem Punkte des Rechteckes 
AB AB' und hat dort, wo f{Xjy) stetig ist, partielle 
Differentialquotienten 1. Ordnung nach x und nach y, 
nämlich 

dF 



ex 



Jb f^^'^^^y '^ja f^^^y^^^' (^) 

was sich aus (c) kraft des 9. Satzes in X. 6 sofort ergiebt. 
Die Stetigkeit von F{Xy y) lässt sich nach IV. 9 aus diesen 
Formeln ableiten oder direct durch eine naheliegende Zer- 
legung des Doppelintegrals F(x+^, y + v) ^^^^ <lem 5. Satze 
in Nr. 7 und Anwendung des Satzes 10) auf S. 79 auf das 
Doppelintegral F(x + ^, y + rf) — F{Xj y) zeigen. Aus (d) 
schliesst man endlich mit Hilfe eben desselben Satzes, dass 
wenigstens für die Punkte, bei welchen f{Xy y) stetig 
ist, 

1) Die Gleichung (b) gilt auch fiir die auf S. 73 kurz erwähnte 
Klasse von integrirbaren Functionen. 
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\dx)~ dx \dy)~~f^^'y^ 



dy 

ist. — Der Satz 4) enthält als besonderen Fall den 2. Satz 
auf S. 2. 

5) „IBßdeutet fix, y) die nämliche Function wie in 3) 
und F{Xy y) eine Function, welche in jedem Punkte des 
Rechteckes ÄBÄ'B' mit Einschluss seines Umfanges stetig 
in Bezug auf x und y ist und einen stetigen partiellen 
Differentialquotienten nach x (bezw. y) besitzt, endlich 
wenigstens in den Punkten innerhalb dieses Rechtecks, wo 
f(Xy y) stetig ist, die Bedingung erfüllt, dass 

W (H-) = ^(^' 2/) [bezw. -.^ [^) = f(x, y)] 
ist, so hat man 

ff f{^y y) dx dy = F(a!, V) - F(a, V) 

- F{a\ h) + F{a, hy (e). 
Der Satz folgt unmittelbar aus der Formel 

I I fi^y y)dxdy=^ I dx j f{x, y) dy 

J J{ABA'B') Ja Jb 



nb' pa 

= / dy f f{x,y)dx 

t/6 t/« 



durch die schon auf S. 3 gegebene Rechnung. 
Beispiel s. XVIII. 7 Beispiel 2). 

6) „Es giebt eine und nur eine Function von x und ^, 
welche im Punkte x = Xq y = y^ des Rechteckes ÄBÄB' 
den vorgeschriebenen Werth c hat, bei allen seinen Punkten 
stetig ist und zu den partiellen Differentialquotienten 1. Ord- 
nung nach X und nach y die gegebenen, in den genannten 
Punkten stetigen Functionen q)(Xj y) -^^{x, y) hat, welche 
wenigstens in den Punkten innerhalb des Recht- 
eckes ÄBÄ'B'y der Bedingung 

genügen, wobei f(x,y) in diesen Punkten des Rechtecks 
ÄBÄ'B' in Bezug auf x und y stetig und in demselben 
endlich sein soll." 
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Beweis. Setzen wir, wie oben, 



J J{A 



f(x,y)dxdy^ F{x, y), 

{A NMP) 

SO ist nach (d) und (f) 

-^ = 9(^; y) - ^i?^7 V) -^ - *(^, y) - ^{a, y). 

Somit entspricht den oben gestellten Bedingungen die Function 
c + F{x, y) - F{xq, 2/o) + / 9>(^, ^) ^^ 



■ / '^{(^,y)äy^ G{x,y)' 



+ 
In der That hat man G{x^^ y^ = c und 

Dass es neben G{xy y) keine andere Function giebt, welche 
den in Rede stehenden Forderungen Genüge leistet, schliesst 
man unmittelbar aus dem auf S. 135 d. I. T. Z. 22 flg. an- 
geführten Satze. 

10. Der Green'sche Satz.^) 

Kennt man eine Function, von welcher die Function 



.ca 



unter den / / der Diflerentialquotient nach einer der Ver- 
änderlichen Xj y ist, so lässt sich das Doppelintegral mit 
Hilfe des Fundamentalsatzes der Integralrechnung (X. 4) in 
ein einfaches verwandeln. 

1) Der Satz ist nur ein besonderer Fall des gewöhnlich als 
Green'schen bezeichneten Satzes für dreifache Integrale, welchen 
man auf S. 24 und 121 der neuen Ausgabe der Green 'sehen Ab- 
handlung über die Anwendung der mathematischen Analysis auf die 
Theorien der Elektricität und des Magnetismus in Ostwalds Classiker 
der exacten Wissenschaften (Nr 61) angegeben findet. Vgl. auch 
Riemann, Werke, 1876 S. 12. 

Unter allgemeineren Voraussetzungen ist der Satz von P rings - 
heim (Münchner Sitz.-Ber. 1899 S. 65) bewiesen. 



} (b) 
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Satz. „5 bezeichne ein im Endlichen liegendes ebenes 
Flächenstück, das von m + 1 einfachen regulären^) Rändern, 
dem äussern r und m innem, r^ . . . tm, begrenzt sei. Fehlen 
die letzteren, so nehme man m = 0. Jeden von den m + 1 
Bändern denken wir uns durch einen Punkt, dessen Coordi- 
naten rc, y als Functionen eines beständig wachsenden 
Parameters r dargestellt seien, im positiven Sinne beschrieben. 
Es seien also für den ausser^ Rand die Goordinaten dieses 
beweglichen Punktes 

a;,= g?(r) y^^ip(r) (a<tr</3), (a) 

für den innern Rand Xr 

(r == 1, 2 . . . m) , 

wobei die Intervalle (a, j3), (ccry ßr) endlich oder unendlich 
sein können. Sämmtliche Functionen 9?(t) ^(t), ^rC^) ^r(t) 
sollen bei jedem Werthe x zwischen und an den Grenzen 
des bezüglichen Intervalles stetig sein, und dabei, abgesehen 
vielleicht von einer endlichen Anzahl von diesen Werthen, in 
demselben endliche und stetige Differentialquotienten nach t: 
(p\r) '^\^\ 9^r'(T) ^/(t) besitzen. Die positive Drehungs- 
richtung in der Ebene von % sei gegeben durch denjenigen 
Uebergang von der positiven ar-Axe zur positiven y-Axe, 
bei welchem ein rechter Winkel beschrieben wird. Also ist 

„Für sämmtliche Punkte xy des Gebietes % mit Ein- 
schluss der Begrenzung sei eine Function fix, y) eindeutig 
definirt, welche in diesem Gebiete endlich und ent- 
weder bei jedem Punkte stetig, oder doch nur in einer 
endlichen Anzahl von Punkten und gewöhnlichen^) 

1) Der Begriff „reguläre Linie", welcher durch das sogleich er- 
wähnte Verhalten der die Goordinaten derselben darstellenden Func- 
tionen von T erklärt wird, ist der nämliche wie auf S. 173 d. II. T., 
nur ausgedehnt auf ein unendliches Intervall von r. Hat eine von ihnen 
für einen Werth zwischen den Grenzen keinen vollständigen Differential- 
quotienten nach T, so hat sie daselbst mindestens, einseitige. 

2) Diese Bedingung hinsichtlich der Linien L ist keineswegs 
nothwendig, sondern blos so einfach als möglich, vgl. die Bemerkung 
zum 3. Satze auf S. 89. 
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Linien L unstetig sein soll. Alsdann existirt nach Nr. 6 
das Doppelintegral 






f{x, y) dx dy = J}' 

(&) 

A) ,;Eennt man nun eine ebenfalls bei allen 
Punkten von % stetige Function F{x, y), deren par- 
tieller Differentialquotient nach x wenigstens in allen 
Punkten von 5; wo f(Xj y) stetig ist, die gegebene Func- 
tion f(xj y) ist, so hat man 



/ / /'(^; y)dxdy = / F(xr, yO -^ d 







(c) 



B) Nehmen wir dagegen an, es sei eine in allen Punkten 
von 5 stetige Funktion G(x, y) bekannt, wofür wenigstens 
in den Punkten, wo f(Xy y) stetig ist, 

cG 



^cy 



- /'(^; y) 



(C*) 



ist, so hat man 



m 




1 






dx 



rt 



dz 



dz. 



(d) 



Zusatz. Als Parameter r kann man in jeder der m + 1 

Randcurven von % den von einem festen Punkte derselben 

aus gerechneten Bogen <y wählen. Alsdann ist nach S. 76 
und 318 d. IL T. 



dx^ ^ , ^ dy^ 

— — = cos xi = sin xn . -r- 
dö da 



= sin xt = — cos xn, 



worin t die nach vorwärts gerichtete Tangente der Curve r 
und n die positive Normale dieser Curve d. i. die Richtung n, 

wofür tn = — ist, bedeutet. Aehnliches gilt von den DifiFeren- 

tialquotienten 



dx 



ra 



da 



da 
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Der Beweis der Sätze A) und B) bietet keine Schwierig- 
keit dar. Wir können uns hinsichtlich des ersteren auf die in 
Fig. 12 wiedergegebene Annahme des Gebietes ^ beschränken. 
Hiernach sei es blos von zwei Rändern, dem äusseren r 
und dem inneren r^ begrenzt, und zwar sollen beide von 
einer Parallelen zur x-Axe höchstens in zwei Punkten ge- 
schnitten sein. Die Extreme der Ordinate der Curve r seien 
OJ? = 6 OB'=^V, die der Ordinate von tj 0B^^\ OB^'^h^, 



Fig. 12. 




Ist 6 < y < &' und y = OQ, so möge die Parallele durch Q 
zur a:-Axe, die Curve r in den Punkten M^M^ mit den 
Abscissen x^ = G)^{y), x^ = 072(1/) treffen. Und ist 61 < y < h^^ 
so seien die Schnittpunkte der genannten Parallelen mit der 
Curve ti die Punkte 

Jtfi,iJfi,2 und ;ri,i« 01,1(2/) ^i,2=öi,2(y) 

ihre Abscissen. Dann haben wir nach dem 2. bezw. 3. Satze 

in Nr. 8 



f{x, y) dx 



+ I dy\ f fip^^j y)dx-\- f f(x, y) dx 



+ I dy f f{x, y) dx. 

Stolz, Differential- u. Integralrechnung. III. 



(e) 
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Zufolge der Beziehung 

dF 



,, - f(^. y) (f ) 

lassen sich die inneren Integrale berechnen. Es ist nach X. 4^) 



y) 



' f{x,y)dx = F{x^,y) - F{x^, 
f fix, y) dx = F{x,^ 1,1/)- F{x^ , y) 

f fix, xj) dx = Fix^, y) - F(a:i,2, y). 

Setzt man die Ausdrücke rechts an Stelle der bezüglichen 
Integrale in (e), so erscheint J als Summe von acht Inte- 
gralen, nämlich 

/ F(a>^(y\ y) dy + F(cD,(y\y)dy 

+J^/F((ö,(y),y)dy 



J^ 



- F{(o^{y\y)dy-^ I F(p^{y\y)dy 

Jb Jb^ 



-£ F{^M, 



y)äy 



nbx' r^by 

+ / F{(ß^^xiy),y)dy- 1 jP((»i,2(t/), y)dy. 



(g) 



1) Der Fundamentalsatz der Integralrechnung d. i. die Formel (1) 
auf S. 365 d. I. T. gilt auch dann, wenn die im Intervalle (a, 6) end- 
liche Function f{pS) in einer bestimmten Anzahl von Punkten c^ . . . c,^ 
zwischen a und h unstetig ist und die für alle Werthe von x\a'<i^x<Ch 
stetige Function F{pi^ wenigstens in allen übrigen Punkten zwischenTa 
und & der Beziehung F\x) = f{x) gehorcht. — Die Richtigkeit dieser 
Behauptung leuchtet sofort ein, wenn man 

f{x) dx= I f(x) dx-\- 1 f(x) dx-\- • ■ • -\- 1 f{x) dx 



J(*b /»Ci /»( 

I f{x)dx=l f{x)dx+l 






setzt und auf jedes der Integrale rechts die erwähnte Formel an- 
wendet. Bei der Ausführung der Addition fallen sodann die ein- 
geschalteten Glieder Fic^) . . . F(Cf) aus. 
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In den sechs Integralen der vier ersten Zeilen fuhren wir 
anstatt y die Veränderliche r durch die Gleichung 

ein. Denken wir uns die Curve r vom tiefsten Punkte A 
aus beschrieben, so dass zu ihm die Werthe r = a und r ^ ß 
gehören, und bezeichnen wir die den Punkten Cg, Cg', A\ C^y C^ 
von r entsprechenden Werthe des Parameters r mit y^, y^y 
dy y^y y^y so finden wir 

j^ F{(o^{y),y)dy^j^ F{x,yy,)^dty 

da Gi^iyt) '^ Xt sein muss. Das zweite Integral geht in das 
der Function 

von y^ bis y^\ das dritte in das derselben Function von y^* 
bis a' über. Mithin tritt an Stelle der zwei ersten Zeilen 

^ V(^„ yr) ^ dt. (h) 

Wir erhalten weiter 

/ F{p,{y),tj)dy=j I{xr,yr)^dx 

— J ■^^^^y'^^^'^ 

und für das fünfte und sechste Integral in (g) die Integrale von 

von yl bis y^ und von a' bis y/, beide mit dem Zeichen — 
versehen, so dass die dritte und vierte Zeile von (g) durch 

fjF{x.,y;)^dr (i) 

ersetzt werden kann. 

Die vier ersten Zeilen von (g) liefern somit die Summe 
der Integrale (h) und (i) d. i. 



/ 



F(Xr, yt) ^ dt. 



dx 

7* 
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Für die fünfte Zeile Ton (g) finden wir auf die nämliche 
Art, indem wir an Stelle Ton y durch die Gleichung 

y = yi,t = ii>i(t) 

den Parameter z der Curve x^ einführen, den Werth 

-/ F{xi,„ yi,,) -^ dr. 
Mithin ergiebt sich schliesslich 

J==j^ Fix,, y,) -^ dz -J^^ F{x,,r,y^,r)^dr 

w. z. b. w. 

Der Satz B) lässt sich natürlich auf ähnliche Art be- 
weisen wie der Satz A). Kürzer ist es aber, von der Gleich- 
ung (c) dadurch auf (d) überzugehen, dass man die positive 
y-Axe zur positiven a;-Axe macht. Dann muss die der 
Richtung x entgegengesetzte af als positive Ordinatenaxe 

^ IT ^ IT 

gewählt werden; in der That ist t/ic' = — , während yx^—- 
sein würde. Da x = — ol zu setzen ist, so haben wir jetzt 

J = / / /"(- X, y) dy dx' 

und finden dafür vermittelst der Formeln (c*) und (c) zu- 
nächst 

r^ dx ' "* /"^^^ dx 

J'J^ Gi-X,',yr)-^dr-^rJ^ G{-X'r,r,yr,r)^dr. 

Hieraus folgt dann wegen der Beziehungen 

Xt *^ Xt Xf^ t ^^ *~~ »^r, t \l^ ^ 1 . . . ftlj 






Ja «^ -^^ 

d. i. die Formel (d). 

11. Anwendungen des Green'schen Satzes. 

1) Die Zahl für eine beliebige, von m-\-\ ge- 
wöhnlichen und regulären Rändern begrenzte ebene 
Fläche % kann jetzt durch ein einfaches Integral 
dargestellt werden. Dabei seien der äussere Rand r 
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durch die Gleichungen (a), die inneren, r^ . . . r^, durch die 

Gleichungen (b) gegeben. Nach S. 60 ist die Zahl der 
Fläche g 






dxdy, 

(8f) 



A= / Xt^r^dz—yl I Xr,t-^dr 



Nun ist f{x, y) = 1 ; wir dürfen daher in (c) F{x, y) = x 
und in (d) G{x, y) = y setzen. Sonach gelangen wir zu 
den Formeln 

dt 

Addiren wir beide, so finden wir den folgenden Ausdruck 
für A: 



= f'^'^'^-$X^ 



ß 


dVr 




Xt 


dx 


dx 


ß 


dx^ 




Vt 


X 

dx 


dx 



1 r^l dy, dx,\ 

'^Ja V^ -dT - y^ 1[7) ^"^ 

1 ^ ru ^y^,. äxx 



(1) 



Er ändert sein Zeichen bei Vertauschung von x und y, 
in der That wird dadurch — A die Zahl für 5; ^©ü ^ü^ 
früher als negativ bezeichnete Drehungsrichtung in der Co- 
ordinatenebene zur positiven gemacht wird. 

Hat die Fläche ^ nur den einen Rand r, so geht die 
Formel (1) für die Flächenzahl über in 

1 r^( dy, dx,\ 

Weiteres über diesen Gegenstand s. XIX. 3. — Es ist leicht, aus 
der zweiten der Formeln (k) die Quadraturformel (a) in Nr. 9 ab- 
zuleiten. Man braucht nur den Rand des Gebietes g in Fig. 10 (S. 82) 
in der hier vorgeschriebenen Form darzustellen. Man setze also im 
Stücke Ä"i ikfi ii 

im Stücke L^L^ 
im Stücke i, M^ K^ 
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x^=2a'+(p^ («') - ^1 W -^ y^ = 9s (2a' + g?« («') ~ 9i («') - 1) 

(«' + 9?» («') - 9i («') <r<2a'-a + qp8 (a') - qp^ (a')), 
endlich im Stücke K^K^ 



x^ = a. 



2) Der Cauchy'sche Integralsatz (ygl. XV. 4).^) 
„Unter 5 sei dasselbe von m + 1 einfachen, gewöhn- 
lichen und regulären Bändern begrenzte Gebiet verstanden 
wie am Anfange der vorigen Nummer. Wir wollen nur, 
um uns an die im 11. Theile gebrauchten Bezeichnungen an- 
zuschliessen, anstatt x^y bezw. 5,^ schreiben und g + ^^ = ^ 
setzen. Nun sei fär alle Punkte x innerhalb und auf der 
Begrenzung der ebenen Fläche 5 ^^^ Function f(x) der 
complexen Veränderlichen x eindeutig definirt, bei jedem 
solchen x sei sie stetig und es seien die Coordinaten 
von fix) <t>(|, »;), Y(g, r,) d. i. 

fix) = <t)(g, rj) + V(g, fi)i. (n) 

Sie besitze ferner mindestens in allen Punkten von % 
mit Ausnahme einer endlichen Anzahl von einzelnen 
Punkten und den Punkten einer endlichen Anzahl 
von gewöhnlichen^) Linien einen vollständigen 
Differentialquotienten nach x, welcher bei jedem 
Punkte, wo er vorhanden ist, stetig sein soll. Hierzu 
ist nach 11. S. 82 hinreichend, dass die Functionen 0(1, rj) 
V(|, rj) in jedem Punkte von 5 ^^ Ausnahme der etwa 
ausgeschlossenen partielle Differentialquotienten nach | und rj 
zulassen, dass diese bei jedem solchen Punkte stetig sind 
und den partiellen Differentialgleichungen 

genügen. Dabei seien die Functionen 

1) Die hier vorliegende Form des C au chy 'sehen Integralsatzes 
wurde von C. Jordan (C. d' Analyse 2. ^d. I S. 185) blos mit Hilfe 
einfacher Integrationen bewiesen. 

2) Diese Bedingung ist lediglich so einfach als möglich, vgl. die 
Note auf S. 95. Eine allgemeinere Annahme findet man bei Frings - 
heim (Münchner Sitz.-Ber. 1899 S. 59). 
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d<t> d(t> av ^V 

H^ cr]^ Ög' dn 



im ganzen Gebiete g endlich. Alsdann hat man, wenn 
noch 

Itr + riti = Xt i,r,t + ^r,ti = Xr^t (r = 1 . . . m) 
gesetzt wird, 



/V(^0 ^ eir -^£fix.,) '-^dr^O 



(q) 



oder, wie a. a. 0. geschrieben ist, 






dx = 0.« 



(r) 



Der Green'sche Satz in Nr. 10 liefert den Beweis des 
vorstehenden Satzes unmittelbar. Da die Functionen 






^0 






av 

dt] 



im ganzen Gebiete % endlich sind, so folgen nämlich aus (p) 
nach Nr. 6 und 7^) die Gleichungen 



"-ffSn-'^^^'" 



-ff 



a^ 



d%d^ 






didr] 



(8) 







-fß?.-l}>'^^ 






d^df] + 






av 



d^drj. 



(t) 



1) Dass die Doppelintegrale in (s) und (t) über die Functionen (p) 
auch in dem Falle, dass diese Functionen in einzelnen Punkten und 
Linien des Gebietes fj unstetig sind, verschwinden, ergiebt sich un- 
mittelbar aus der Schlussbemerkung im Absätze 2) von Nr. 6. Man 
kann nämlich, ohne an den Doppelintegralen der genannten Func- 
tionen etwas zu ändern, die etwaigen Werthe derselben in den aus- 
geschlossenen Punkten und Linien durchaus durch den Werth Null 
ersetzen. 
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Nun ist nach den Formeln (c) und (d) in Nr. 10 

+2X "'^^-''"-''^^ 



dt 



f£>"'—fS'""'~>'^'' 



rn /»/i^ 






Demnach ergeben sich aus (s) und (t) die Formeln 



Multiplicirt man die erstere mit i und addirt sie zur zweiten, 
so erhält man die Formel (q). Es ist nämlich 
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i[H^r,n/^ + ^i^^,Vr)^] 



u. s. w. 

Einzelne Punkte b, bei denen f(x) keinen oder einen 
nicht stetigen vollständigen DiflFerentialquotienten hat, können 
im Innern des Gebietes § nicht vorkommen (vgl. 11. S. 265 
Note 2), wohl aber auf der Begrenzung desselben. 
Sind solche Punkte darauf in endlicher Anzahl vorhanden, 
so gilt der Cauchy'sche Integralsatz auch dann, wenn die 

Functionen ^ u. s. w. in ihrer Umgebung nicht endlich sind. 

Dies ist schon in XV. 5 bemerkt, und zwar wurde dort 
blos die Forderung, dass 

x = b 

ist, erhoben, welche von selbst erfüllt ist, wenn f(x) bei 
X = b stetig ist. — Eine weitere Ausdehnung des genannten 
Satzes s. XVIII. 17. 

12. Transformation der eigentlichen Doppel- 
integrale durch Einführung zweier neuen 'Inte- 
grationsveränderlichen. 

Ein wichtiges Hilfsmittel zur Berechnung eines Doppel- 
integrals bildet die Einführung zweier neuen Integrations- 
veränderlichen in dasselbe, weil es dadurch auch auf andere 
als auf die ursprünglich möglichen Weisen in ein zweimaliges 
Integral verwandelt werden kann. Diese Transformation 
eines eigentlichen Doppelintegrals in ein eigentliches ist im 
nachstehenden Satze beschrieben. 

Satz.^) „Es seien (p(u^ v\ ip{u, v) zwei eindeutige 
Functionen der Veränderlichen u, v von der Beschaffenheit, 

1) Vgl. A. Harnack, Elemente d. Diff.- u. Int.-R. S. 319. 0. Stolz, 
Math. Ann. XXVI. S. 86. C. Jordan, Trait^ d'Analyse I. Nr. 153. — 
J. A. Gmeiner (Monatshefte f. Math. Jahrg. 1893 S.277) und E. Goursat 
(Darboux Bulletin A. 1894 1. p. S. 92) leiten den Satz i. T. mittelst des 
Green 'sehen her. 
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dass, wenn ihnen die endliche, von gewöhnlichen Rändern 

begrenzte Fläche O in der u «-Ebene zugewiesen wird, 

die den Werthen 

X = 9)(w, v) y == ipiti, v) (1) 

entsprechenden Punkte der a:y-Ebene das ebenfalls von ge- 
wöhnlichen Rändern begrenzte Gebiet 5 ^^^ vorgelegten, 
eigentlichen Doppelintegrals 



= fff{x, y) 

J Jim 



J^ I I f(^, y)dxdy 

J Jim 

einmal beschreiben, d. h. es soll nicht nur jedem Werth- 
systeme u^ v ein Werthsystem x, y entsprechen, sondern 
auch jedem System Xj y ein System u^ v und falls dieses 
innerhalb O liegt, nur dieses eine System.*) Bei jedem 
Punkte Uj v des Bereiches O, sowohl innerhalb als auch auf 
der Begrenzung desselben, seien nicht allein die Functionen 

sondern auch ihre partiellen Differentialquotienten 
1. Ordnung nach u und v stetig in Bezug auf u und v. 
Wenn ausserdem die Functional- oder Jacobi'sche 

Determinante 

T/ \ dw dxb dw drf} 



cv du 



innerhalb <t> ihr Zeichen nicht ändert und höchstens 
in einzelnen Punkten von O verschwindet (vgl. Nr. 13), 
so hat man 

J= t / / f[^>(Uy v)y il){u, v)]J{u, v)dudvy (2) 

worin l gleich + 1 oder — 1 ist. Und zwar hat man 
L so zu wählen, dass das Product lJ(Uj v)dudv das 
Zeichen von ^ (oder dxdy) bekommt." 

Zusatz, dudv und O haben dasselbe Zeichen, folglich 
sind i J{Uy v) O und % gleichbezeichnet, wobei unter g und <!> 

1) Einem Punkte x^ y der Begrenzung % können mehrere, ja 
unzählig viele Werthsysteme «*, v entsprechen. So entspricht bei der 
Transformation durch Polarcoordinaten (S. 113) dem Anfangspunkte 
x = y = jedes Werthsystem r = 0, 6 beliebig d. i. die ganze Axe 
r = in der r 6 -Ebene. 



Das eigentliche Doppelintegral. 107 

zugleich die Zahlen der beiden Gebiete verstanden sein sollen. 
Geben wir jeweils das Zeichen von ^ .J{u, v), so 
ist dann in (2) stets t == 1 zu setzen. 

Beweis. Wenn der kleinste und grösste Werth der 
Abscissen der Punkte des Gebietes O in der mi;- Ebene mit 
a und a\ der kleinste und grösste Werth der Ordinaten der- 
selben mit ß und ß^ bezeichnet werden, so theilen wir a'—a 
in niy ß^— ß in n Theile, und zwar sei 

a*-a = d,+ d^+'" + dm ß-ß^-e. + e^+'-' + en^ (3) 

Es sei ferner 
«0=0: «1 = « + dl, cfg = «1 + dg . . . a' = of^ = Om-i + d^ 
ßo-ß ßi-ß+ e,y ß2 = ßi+e,'''ß'=ßn-ßn-i+ en. 
Construiren wir in der icy- Ebene das System der Curven 

X = (p(ccr, v) y = rl>{ary v) (r = 0, 1 . . . m), (4) 

wobei u constant und zwar gleich einem der m + 1 Werthe 
«r ist, und das System der Curven 

x==q)(u,ßs) y = ilf(Uyß,) (5 = 0, 1...W), (5) 

wobei V constant und zwar gleich einem der w + 1 Werthe 
ßs ist. Der Kürze halber wollen wir die ersteren w- Curven, 
die letzteren i;- Curven nennen. Von den Schnittpunkten je 
einer w-Curve mit je einer t;-Curve liegt höchstens einer 
innerhalb des Gebietes 5- ^s sei 

^{^n ßs) = »r,» ^(«r; ßs) = h,s 

und Ar^s der Punkt in der xy-Ehene^ welcher diese Coor- 
dinaten hat. Wir betrachten nun die geradlinigen Vierecke 

-4r — 1, « — l-4r, « — 1 ^r,« ^r— 1, « (6) 

und zwar alle, zu welchen Punkte von ^ gehören. Sie über- 
ziehen das Gebiet 5; dabei convergirt ein jedes von ihnen 
zugleich mit dem bezüglichen dr und e, zur Null. 

Die Vierecke (6) werden nach dem folgenden Verfahren 
berechnet. Verstehen wir unter MM^M'^M"^ bezw. die 
Punkte der ;ry- Ebene mit den Coordinaten 
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x^ q)(u + dj v) y== -^{u + d, v), 
a;"= (p{u, v + e) %f= ^{u, V + e), 
ir'" = (f(u + d, v + e) /'= il){u + d, v + e) 

(Fig. 13a), construiren das einfache Viereck MM^M^^'M'^ 
und ziehen M^ M^\ so haben wir 

und zwar mit Rücksicht auf das Zeichen dieser Flächen. 

Wenn dann u^ einen beliebigen Werth im Interyalle (UjU + d), 

v^ einen solchen im Intervalle 
{Vy v + e) bedeutet, so können 
wir setzen 




c^ = X + 






(v-tej 



CO 



n 



y 



n 






(7) 



wobei Q und ()' zugleich mit dy a und ö' zugleich mit e 
gleichmässig für alle Werthsysteme u, v des Ge- 
bietes zur Null convergiren. Es ist nämlich nach dem 
Mittelwerthsatze 

x' -x^ (pj{u + edyv)d (0 < < 1), 

also nach (7) 

Q(d) = (pj(u + ddy v) — (pj{v!y v'). 

Vermöge der Stetigkeit von (pu'{Uy v) im Gebiete mit 
Einschluss von dessen Begrenzung lässt sich jedem a > 
ein d > so zuordnen^ dass 

ist, wenn nur | w''— • u* \ <d und \v — v* \ <.d ist, mögen 
(w', v) {u"y v) was immer für Punkte des Gebietes <t> sein 
(vgl. S. 69). Da nun \u + Od — u' \ jedenfalls kleiner als 
I d I und I v'— V \ <i\e\ ist, so finden wir, wenn nur | d 
und e kleiner als d gewählt werden, \Q(d)\<isy und zwar 
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welcher Punkt (w, v) von <t> auch betrachtet werden mag. — 
Auf ähnliche Weise ergeben sich die Formeln 



X 



wobei jede der Tier Zahlen P, P', Z, Z' bei lim d = und 
lim e = gleichmässig für alle Punkte w, t; des Ge- 
bietes <t> zur Null convergirt. 

Nun ist bekanntlich, wenn xy ^^7i\2 ist, 

also nach (7) 
Aehnlich hat man 

also nach (8) 

Demnach ist 

MWWM''^ [/« i^') + I { ^(^, ^) + 'S(ti, 6) }] de, (9) 

jR(rf, e) ist eine ganze Function von ggleö^ ohne constantes 
Glied, S{dy e) eine ebensolche von PP'ZZ'. R und 5, 

sowie auch — (J? + ä), convergiren daher bei lim d = 

lim e = gleichmässig für alle Punkte des Gebietes O 
zur Null, d. h. es entspricht jedem £ > ein d > so, dass 

i ; R(d, e) + Sid, e) \ < e (10) 

ist, wenn nur \d\ und \e\ kleiner als ö sind, mag u,v was 
immer für ein Punkt von sein. Wenn J(u, v) nicht ver- 
schwindet, so hat das Viereck MM'M''' M^' bei gehörig 
kleinem | d \ und | e | das innerhalb O unveränderliche Zeichen 
von J(Uy v)de] man muss also MM^ M^" M^' noch mit einem 
Factor t = ± 1 multipliciren, um eine mit 5 gleichbezeichnete 
Fläche zu erhalten. 

Verstehen wir unter Tr,, das mit t multiplicirte Vier- 
eck (6), unter Ur irgend einen Werth des Intervalles («r— i; ^r) 
und unter v, irgend einen des Intervalles (/3,_i, ßs) und setzen 



(8) 
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SO haben wir 

J- lim y^f(Xr,s,yr,.')tr,s, (H) 

'^j * r, » 

die Summe bezogen auf alle Vierecke Tr,«, zu denen Punkte 
von f5 gehören. Wenden wir nun auf r^,, die Formel (9) 

an, setzen v!=Ury v'^Vg und schreiben statt — (JB + S), 

bezogen auf die Werthe w^ar— i, v = /3,_i, kurz Tr,«, so 
finden wir 






= ^ ^ /*{ 9^(^*0 ^^7 ^(«*r, V.) } «7(t^r, V,) dre. 



r, « 



+ l^ f{Xr, sy 2/r, *) Tr, , ^r ^«. 



(12) 



r, 8 



Die zweite Summe auf der rechten Seite Ton (12) hat 
bei lim dr=0 (r = 1 . . . m) lim e, — (5 = 1 . . . w) den 
Grenzwerth Null. In der That ist ihr Betrag, wenn nur 
jedes I dr \ und jedes | e, | kleiner als d ist, nach (10) kleiner als 

CB^\dr,es\<CB\a''-a\ \ß'-ß\, 

r, 8 

unter C die endliche obere Grenze von | f{xj y) \ im Be- 
reiche % verstanden. Somit erhalten wir aus (11) und (12) 
die Formel 

J = lim L ^fWi^^ry Vs), 1p(Ur, V,) ) J(Ur, V^) drC^, (13) 
<?^=0 ff. =0 -^^ 



r, 8 



Diese Gleichung besagt nach dem 3. Satze in Nr. 5, 
dass die Function 

f[(p{u, v), ipiu, v)}J(u, v) 

ein Doppelintegral besitzt über das Gebiet <t>, von dem wir 
ja ausdrücklich angenommen haben, dass seine Begrenzung 
sowohl mit jeder Parallelen zur rr-, als auch mit jeder zur 
y-Axe höchstens eine bestimmte Anzahl von Punkten gemein 
habe. Wir dürfen daher anstatt (13) schreiben 

J^ L I I f{(p(u, v)y ^(w, v)]J(u^ v)dudv. 
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Ist z.B. f{x, y) =^1, so haben wir demnach 

/ / dxdy =^ L j I J(uj v)dudVj (14) 

finden also einen neuen Ausdruck für die Zahl der 
Fläche % (S. 60). 

Gerade so wie das einfache Integral (vgl. X. 15) muss auch das 
Doppelintegral vor der Einführung neuer Integrationsveränderlichen 
manchmal zerlegt werden. Beispiele davon findet man in XIX. 9 
und 19. 

18. lieber das identische Verschwinden der Func- 
tionaldeterminante von zwei Functionen zweier Ver- 
änderlichen. 

Satz. „Wenn die Functionen a; = g?(w, t?) y = ii)(u^v) für alle 
Punkte u, v innerhalb einer beliebigen Fläche O der t*i7- Ebene holo- 

morph (II. S. 208) sind und es ist ^ I oder ^ — j für keinen von 

ihnen Null, während die Functionaldeterminante J{u^ v) in 
jedem von ihnen verschwindet, so ist y mindestens für die unter 
diesen Umständen durch die Gleichung aj = qp(t*, v) bestinmiten Werthe 
von o; eine analytische Function von rc." 

Beweis. Bezeichnet u\ v' irgend einen Punkt innerhalb O, so 
lassen sich zufolge der Voraussetzung x und y in einer gewissen Um- 
gebung desselben als Reihen nach ganzen positiven Potenzen von 

U — u' und v — v' darstellen. Nehmen wir an, dass — ^^ nicht ver- 
schwindet, und setzen ^ 

x'=q){u\v') y^ = '^iu\ v^)^ 

so lässt sich die Gleichung x = q){Uj v) nach v durch eine convergente 
Reihe nach ganzen positiven Potenzen von x — x^ und u — u\ welche 
für x — x\ u — u' den Werth v liefert, auflösen (IV. 16): 

v = V -^-^ix — x\ u — u'). (a) 

Dabei hat man 

cu cv öu ^ ^ 

Denkt man sich die Reihe (a) für t? in i/>(t*, ^) eingesetzt, so erscheint 

y als convergente Reihe nach ganzen positiven Potenzen von x — x' 

und u — vi also 

y = y'-\-^{x — x\ u — u'). 

Dafür ist nach (b) 

dy dt\> ^, dii) dv r^qp '^Vf dcp dib\ ^ dcp 

du du dv du \^dv du du dv j' dv' 

somit ist, weil J{u, v) = sein soll, 

dy 

>. -=0. 
du 
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Daher enthält die Reihe ^(x — x*^ u — u') kein Glied mit u — u', was 
unmittelbar aus dem Identitätssatze für Potenzreihen der beiden 
Argumente x — x', u — u' sich ergiebt, indem x, u alle Werthe in einer 
gewissen Umgebung der Stelle x'^u' annehmen dürfen. Es kommen also 
in der Reihe © nur Potenzen von x — x' vor, sie bildet also das Element 
für eine Function von x. Alle auf diesem Wege für y erhältlichen 
Potenzreihen gehören zu einer monogenen Function co{x) von x. 
weil man irgend zwei Punkte u', v'; u", v" innerhalb selbst durch 
eine reelle, nämlich völlig innerhalb O verlaufende Linie, auf welcher 

-^ nirgends verschwindet, verbinden kann. 

cv 

14.Besondere Substitutionen für die Integrations- 
veränderlichen X, y in einem Doppelintegral. 

1) Wenn in den Gleichungen (1) auf S. 106 x blos von 
u und y blos von v abhängt, also x = ip{u), y^^^i^iv) 
gesetzt wird, so hat man 

-r/ \ dw dll) 

^ ' ^ du dv 

Es genügt aber nicht, dass J(Uy v) innerhalb des neuen 
Integrationsgebietes sein Zeichen nicht ändert, sondern es 

darf weder 3^; noch -5— sein Zeichen innerhalb ändern. 

du dv 

Denn gäbe es innerhalb einen solchen Punkt UqVq, dass 

der erstere Differentialquotient bei u =* Uq, der letztere bei 

V =^ Vq sein Zeichen wechselt, so müsste es innerhalb 

5 Punkte Xy y geben, denen zwei Punkte Uj v von O entsprechen, 

was ja nicht der Fall sein soll. 

2) Für die ganze lineare Substitution 

X = au + ßv + y y = aUi + ß^v -{- y^ (1) 

hat man J(Uy v) ^ ccß' — ßa^ (= A), welche Zahl von Null 
verschieden sein muss. Die xy-^hene heisst eine affine 
Abbildung der uv-^hene. Die w-Curven sind die Geraden 

ß'x-ßy=-Au + ß'y-ßy\ (2) 

sämmtlich parallel zur Geraden ß^x — ßy = 0] die t;-Curven 

die Geraden 

a'x — ay = — At; + u^ y — ay\ (3) 

sämmtlich parallel zur Geraden a' x — ay = 0, Durch diese 
beiden Parallelenbüschel wird das Gebiet % mit Parallele- 
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grammen überzogen. — Stehen die Geraden (2) und (3) auf- 
einander senkrecht, d. h. ist a/3 + a'/3'=0, so gehört die 
Substitution (1) auch zur folgenden Art. 

3) Wenn jede u-Gurve durch jede t;-Curve rechtwinklig 
geschnitten wird (die v - Curven also die orthogonalen 
Trajectorien der m- Curven sind), so heisst die Substitution 

x-=(p{u,v) y^il)(u,v) (4) 

orthogonal. Dann muss 

du €v du dv W 

sein. In der That hat man nach XII. 6 für die vorwärts ge- 
richtete Tangente t der w-Curve 



und für die der v-Curve, ^', 



cos xt == ö^ 



•-Hy^'+fö)* .i-''-||:l/(|*)"+(||)' 



A 'V A. 

woraus, da cos tt' = cos (xf — xt) «= sein soll, unmittelbar 
die Gleichung (5) folgt. Zufolge der Identität 

[ducv ~^ du dv) '^\dudv du du) [. v**/ \^^/ J Lv^^/ ' \^^/ J 
ergiebt sich, dass nunmehr 

•^c«.')'-[fö)+(«)'] [(??)'+ (!?)■] w 

ist. — Besondere Fälle der orthogonalen Substitution sind: 

a) die Einführung der Polarcoordinaten durch die 

Formeln 

X = r cos y = r sin (r ^ 0), (7) 

wofür 

Jir, 6) == r (8) 

gefunden wird. Die r- Curven sind die Geraden 

X sin d — y cos = 

stolz, Differential- u. Integralrechnung, in. ^ 
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durch den Anfangspunkt (Fig. 13 b), die 6-Curven die Kreise 
x^+ y^mm r^^ von ihm als Mittelpunkt aus beschrieben. Diese 
beiden Curvensysteme, der Strahlbüschel und die Kreise 
vom Mittelpunkte theilen die Ebene in Vierecke, deren 
jedes von zwei Geraden und zwei concentrischen Kreisbogen 

begrenzt wird. 

Anwendungen s. XVIII. 9,4) und 19,2), femer XIX. 6,5). 

b) Die Abbildung der xy-'Ehene mittelst reci- 
proker Radienvectoren auf die mit ihr vereinigte uv- 
Ebene mit dem Anfangspunkte 0' und den Axen 0'£/||0X, 



Fig. 18 c. 




0'F||Or. Sie ist dadurch erklärt, dass, wenn M einen 
Punkt Xj y und M' den ihm entsprechenden w, v bezeichnet, 
femer Ä einen festen Punkt mit den Coordinaten a, b in der 
xy-TSbene, alsdann erstens ÄM^-O^ M'^^1 und zweitens 
die Strecken AM und 0^ M' parallel und zwar gleichgerichtet 
sein sollen (Fig. 13 c). Die erste Bedingung liefert die Gleichung 

: {{x - ay + (y - fc)*} {«* + v'] = 1, (9) 

die zweite vermöge der einstimmigen Aehnlichkeit der Dreiecke 
OTM und ARM, worin AX^ \\ OX und TAM\\ O'M' ist, 



AB 



EM AM 



CD d.i. ^-^ = ^-^=(0 ((o>0). (10) 



u 



O'P' P'M' O'M' 
Aus (9) und (10) folgt 

(0^ (u^ + v^y ==1 alo CD = 1 : (m^ + v«) = 1 : 0' M'K (11) 

Somit ist AM'0'M'==1=0E^, wenn OE die Längen- 
einheit vorstellt. Bei gegebenem Jtf • findet man also AM 
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« 

durch die Proportion O^W :0E ^ OEiAM, Wir finden 
femer nach (10) 

X — a = -j-^ — ä y — b ^ -5-1 — 5 (12) 

und damit die Formel 

Lösen wir aber die Gleichungen (9) und (10) nach u und v 
auf, so erhalten wir mit Hilfe von (11) 

x — a x — a V 

(ö (x— a)*4-(y — by 1 

1- (12*) 

= y-^ _ y-& ^ 

CO (aj — a)* -f (y — &)* ' 

Die w-Curve ist also ein Kreis, welcher durch den Punkt J. 
geht und dessen Mittelpunkt die Coordinaten a + 1 : 2w, 6 
hat, also auf der Geraden J.X, liegt. Dem Werthe t* = 
entspricht jedoch die Gerade a? — a =* d.LÄT^, Dagegen 
sind die i;-Curven Kreise, welche ebenfalls durch den 
Punkt A gehen, deren Mittelpunkte aber auf der Geraden 
^ [Fi II OF liegen, einschliesslich der Geraden J-Xj, welche 
^u V = gehört. Somit schneidet jeder Kreis der ersten 
Schaar jeden der zweiten rechtwinklig. 

Betrachtet man anstatt der Substitution (12) die folgende 

welche ebenfalls zu den orthogonalen gehört, und setzt 

X + yi ^ z a-{-bi = c u + vi ^ w, (13) 

^o kann man sie auch in der Form 

u — vi 1 1 /- j^\ 

Z — C=-i-. ä = i r = - (14) 

U*-]-V^ U-\-Vl W ^ "^ 

darstellen, woraus hervorgeht, dass sie zu den isogonalen 

gehört. 

c) Lässt man nämlich z ^ x -\- yi =:g(w) sein, wo g(w) eine 
eindeutige Function der complexen Veränderlichen w = u-\-vi ist, die 
einen vollständigen Differentialquotienten nach w besitzt, so erhält 
man eine isogonale Abbildung der z- oder ajy-Ebene auf sich 
selbst, welche ebenfalls zu einer orthogonalen Substitution für ä: und 
y fahrt. 

8* 
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In der That, ist g{u-\-v%) = (p(u^ t?) + 'V»(tt, t?)t, so muss 

^qp __ d'tif d(p ___ d'0 ,j-v 

du dv dv du 

sein (II. S. 83) , so dass die Gleichung (5) für diese Substitution 

x — (p{u^v) y = t/; (tt, tj) 
besteht. 

Wenn aber von einem Punkte t*, v zwei Curven mit den Gleichungen 

it = uj t? = ^p t* = wj' v^v\^ (16) 

ausgehen, wobei in beiden zumWerthe < = jener Punkt t*, v gehören 
soll, so bilden die ihnen entsprechenden 

x = {(p tt'/, i?;0 y = 1/; (!*;', v\') j 

im Punkte x = (p{Uf v) y=='^{u, v) denselben Winkel wie die Curven 
(16) im Punkte uv. Werden nämlich die nach vorwärts gerichteten 
Tangenten der Curven (16) im Punkte u, v bezw. mit t', t", die der 
Curven (17) in dem ihm entsprechenden Punkte x, y mit %'%'^ be- 
zeichnet, so leitet man aus der Gleichung 

X'^^X" = x%" - x%' 

mit Hilfe der Ausdrücke für cos x%^ sin x%\ cos x%'* sin x%'\ 
welche nach den Formeln (h) in XII. 6 zu berechnen sind, ohne Mühe 
die Beziehungen 

cos %^V' = cos t'^1" sin %'%'' = sin Vt'* 

her. Es darf jedoch (gr:) +(g^l nicht verschwinden, d.h. der 

Punkt u, V nicht singulär sein. 

Für die isogonale Abbildung ist 

-<•.•)-(!!)■+ (I?)" 

also, wenn der Punkt w, v nicht singulär ist, stets positiv. 

d) Die Einführung der elliptischen Coordinaten 
mittelst der Gleichungen 

X^ t/^ «C* 1/^ 

Dabei denkt man sich den Punkt x, y auf einen, z. B. den 
ersten Quadranten der xy-^hene beschränkt und u, v als 
nicht negative Zahlen, und zwar u'>e, v ^e. Die w- Curven 
sind alsdann confocale Ellipsen, die^ v- Curven confocale 
Hyperbeln mit denselben Brennpunkten wie die Ellipsen^ 
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welche von ihnen rechtwinklig geschnitten werden. Löst 
man die Gleichungen (18) nach x^ und y^ auf und zieht die 
Quadratwurzel^ so gelangt man zu den Formeln 

/p = — y = — ^u^ — ^ • j/«^ — v^. 

Endlich mögen noch einige Substitutionen erwähnt 
werden^ welche nicht zu den orthogonalen gehören. 

4) Die häufig als Ivory'sche bezeichnete Substitution 

X = ag cos ^ y = bQ sin tl; (19) 

mit der Functionaldeterminante abg. a und b sind positive 
Constante, und zwar ist a > 6, p ist ^ 0. Bei constantem q 
bestimmen die Gleichungen (19) die Ellipse 

S + f^ = P'' (20) 

welche der Ellipse 

ähnlich und zu ihr ähnlich gelegen ist; bei constantem ^ die 
Strahlen y = xb tan ^ : a durch den Anfangspunkt. Zu einem 
gegebenen Punkte M (x, y) be- 
deutet ^ den excentrischen 
Winkel der Ellipse (20), d. i. 
errichtet man über ihrer grossen 
Axe einen Kreis (Fig. 14) und 

verlängert Ordinate PM^ bis sie ' €f -^ — ^ ^:r 

denselben schneidet, was in N 

stattfinden möge, so ist ^ = XON, durchläuft also, während M 
die Ellipse im positiven Sinne beschreibt, alle Werthe von 
— Ä bis 7t, 

5) Die Substitution 

X = u(l — v) y ^uv 
in XVm. 17. 

6) Die Substitution 

x=^u4^v^ y — u^v/* (|[A > 0, V > 0, (i'^v) 
mit der Determinante 

wobei UV nicht negativ werden soUen. Die w-Curven und die «;-Curven 
haben bezw. die Qleichungen 
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Ist |ii + v = l, so wird J(uv) = 2fi — U somit gleich einer Constanten. 

Dies tritt z. B. ein für ^ = 1:3, v = 2 : 3, in welchem Falle als u-Curven 

und v-Curven die Parabeln 

y^ = ux y = x*:v 
aafbreten. 

15. Ueberblick über die Lehre von den drei- 
und mehrfachen Integralen. 

Die in den Nr. 1 — 7 aufgestellten Begriffe und die 
darin vorgeführten Betrachtungen lassen sich unmittelbar 
auf mehrdimensionale Bereiche und dafür erklärte Functionen 
übertragen. Man hat nur die Elementarbereiche r^ . . . Tn in 
geeigneter Weise festzusetzen. 

Was zunächst einen dreidimensionalen Bereich im 
Euclid'schen Baume betrifft, so brauchen wir uns unter den 
Ti . . . r„ lediglich Prismen von einerlei Stellung der Grund- 
flächen und einerlei Richtung der Seitenkanten vorzustellen. 
Denn schon die Zahl des Tetraeders lässt sich in er- 
schöpfender Weise nur durch eine der in Nr. 3 — 4 gegebenen 
ähnliche Grenzbetrachtung begründen. Es tritt demnach an 
Stelle des 2. Satzes in Nr. 2* die Formel für den Inhalt des 
Körpers, der von zwei Prismen- Oberflächen begrenzt wird, 
welche die eines gegebenen Prismas von aussen und innen 
umgeben und davon überall den nämlichen Abstand haben. 
Aus dem 1. Satze in Nr. 2* leitet man femer unmittelbar 
eine obere Grenze für die Summe aller jener Prismen her, 
welche mindestens je einen Punkt mit der Begrenzung des 
Bereiches gemein haben. 

Auf diese Art gelangt man insbesondere zu den Zahlen 
beliebig begrenzter Körper (vgl. XIX. 4), in erster Linie zu 
der des Tetraeders. Dann empfiehlt sich die Wiederholung 
der soeben skizzirten Betrachtungen imter der Voraussetzung, 
dass die Polyeder r^ . . . r„ nunmehr auch Tetraeder sein 
dürfen. Ist dies geschehen, so lässt sich nämlich die Trans- 
formation der dreifachen Integrale nach demselben Verfahren 
erledigen, welches auf die Doppelintegrale in Nr. 12 an- 
gewendet wurde. 

Bevor wir zur Erklärung des allgemeinen m- fachen 
Integrals schreiten, haben wir den endlichen stetigen Bereich 
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von m Dimensionen zu erklären.^) Als ein solcher wird ein 
System von Punkten x^^x^ , . .Xm unter den folgenden Be- 
dingungen bezeichnet. 1) Die zu sämmtlichen Punkten 
desselben gehörigen Werthe einer und derselben Coordinate, 
d.i. die von x^, die von x^ , . , und endlich die von Xm, liegen 
zwischen zwei endlichen Grenzen. 2) Das System ist voll- 
ständig (vgl. Nachtrag I). 3) Unter den Systempunkten soll es 
Innenpunkte geben, d.h. Punkte, ^ovon jeder eine gewisse 
aus Systempunkten bestehende Umgebung (s. u.) besitzt. 
(Alle nicht dem Systeme angehörigen Punkte der Mannig- 
faltigkeit x-^ . , . Xm heissen Aussenpunkte desselben.) 4) Be- 
deuten J. = («1 . . . a^) und B=(bi... bm) irgend zwei Punkte 
des Systems und ist s eine beliebige gegebene positive Zahl, 
so lässt sich zwischen Ä und B eine aus Innenpunkten des 
Systems in endlicher Anzahl Ä^^ . , , An gebildete Kette in 
der Art einschalten, dass J-j zur Umgebung s von Ä, A^ 
zur Umgebung g von A^ u. s. w., A^ zur Umgebung b von 
Ari—\ und endlich J5 zur Umgebung £ von A^ gehört. Dabei 
wird unter der Umgebung b eines Punktes a;? . . . oj?» die 
Gesammtheit aller Punkte x^ . . ,Xm. verstanden, wofür . x^ 
irgend einen Werth zwischen oi[ — t und ä;J + £ . . . a;^ irgend 
einen Werth zwischen a;?« — b und xj^ + « hat. 

Ist nun für alle Punkte eines endlichen und stetigen 
Bereiches 35 von m Dimensionen eine dafür endliche Function 
f{x^ . . . iCm) gegeben, so lassen wir, um die Entwickelungen 
von Nr. 3 darauf auszudehnen, die Theile r^ . . . r„ des Ge- 
bietes 95 blos Bereiche von der folgenden Art sein. Es sei 
ein jeder von ihnen die Gesammtheit aller Punkte 

deren jede Coordinate X;t (Ä = 1 . . . m) alle Werthe eines ge- 
gebenen Intervalles {xk, Xk + dxk) annehmen darf, und 
das ihm zugehörige t sei das Product dx^ dx^ . . . dXm, 
welches im Euclid'schen Räume von m Dimensionen als der 
ihm zukommende Inhalt bezeichnet wird. — Anstatt des 
2. Satzes in Nr. 2* braucht man dann nur die Entwickelung 
der Differenz 



1) Nach Weierstrass und C. Jordan (C. d' Analyse!. Nr. 31). 
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{dx^ + 2J3) {dx^ + 2H) . . . {dx„, + 2H) 
-{dx^-2S) {dx^-2H) . . . {dxm- 2H) 

nach Potenzen von H. 
Das w-fache Integral 

Si'»)f(p^l ' • • ^m) dXi . . . dXm 

ist im Falle, dass es existirt, der folgende Grenz werth J. 
Durchläuft Xk im Bereiche S alle Werthe des Intervalles 
(ttjfc, ajt), so zerlegt man a/— a* in beliebig viele (nik) Theile: 

und setzt a^ ■= ajto; 



Bezeichnet Xk,r einen beliebigen Werth im Intervalle 

{ük, r-l, a*, r) (r = 1 . . . W;t), 

so bildet man die Summe 

ausgedehnt über alle Bereiche di,^ . . . <J»n, r^; iii welchen über- 
haupt Punkte von 95 vorkommen. Dann soll jedem x>0 
ein A > sich so zuordnen lassen, dass stets 

\S-J\<x 

ist, wenn nur jedes dk^rj^ (äj = 1 . . . m) kleiner als A ist, 
mögen die Werthe iCi,ri . • • i^OT,r^ wie immer in den bezüg- 
lichen Intervallen gewählt sein. 

Das M- fache Integral 

erklärt im Euclid 'sehen Räume von m- Dimensionen den 
Inhalt des Bereiches S3 (vgl. XIX. 11). Dieser Begriff wird 
bei der Aufstellung der m-fachen uneigentlichen Integrale 
benöthigt. Damit lassen sich nämlich, wie wir wohl so- 
gleich hier bemerken dürfen, die Erklärungen und Sätze in 
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Nr. 1 — 8, sowie in Nr. 11 — 16 des folgenden Abschnittes auf 
m- fache Integrale ausdehnen. 

Der Satz in Nr. 8 lässt sich verallgemeinern zur Ver- 
wandlung eines m- fachen Integrals in ein (m — l)-faches; 
desgleichen der Green'sche Satz in Nr. 10 zur Zurück- 
fQhrung eines gewissen m-fachen Integrals auf ein (w — 1)- 
faches^ dessen Gebiet die Begrenzung des ersteren bildet. 
Aus dem Green'schen Satze kann man endlich ^ wie 
J. Gmeiner^) gezeigt hat, die Transformation der w- fachen 
Integrale ableiten. 

1) Monatshefte f. Math. u. Ph. VI. (1895) S. 303. 



XVni. Abschnitt. 

Die nneigentlichen Doppelintegrale. 

Das uneigentliolie Doppelintegral über ein endliolies Gebiet. 

1. Wir nehmen jetzt an, dass die mindestens für jeden 
Punkt innerhalb des ganz im Endlichen gelegenen, von ein- 
fachen und gewöhnlichen Rändern begrenzten Gebietes fj 
definirte Function f{Xy y) darin nicht endlich sei, dass also 
von den Grenzen ihrer Werthe in % mindestens eine un- 
endlich sei. Dagegen sei fix, y) mindestens in jedem 
Gebiete @, das vollständig innerhalb ^ liegt, d. h. mit der 
Begrenzung dieser Fläche keinen Punkt gemein hat, endlich. 
Es ist übrigens möglich, dass f{Xj y) auch in solchen Ge- 
bieten, zu denen neben Innenpunkten von % auch Punkte 
der Begrenzung von % gehören, endlich ist: Gewöhnlich 
wird die Function f{Xj y) stetig sein bei allen Punkten 
innerhalb % und bei jedem der Begrenzung von fj, zu 
welchem eine gewisse Umgebung gehört, worin die Function 
endlich ist. Wir werden in der folgenden Erörterung 5 nnd 
somit auch alle übrigen Flächen stets als positiv ansehen, 
was ja ausreicht. Die endlichen Flächen und ihre Zahlen 
werden stets mit den nämlichen Buchstaben bezeichnet. — 
Sollten auch im Innern eines Gebietes Punkte vorkommen, 
in deren Umgebung die betrachtete Function nicht endlich 
ist, so würden wir dasselbe durch Linien, auf welchen diese 
Punkte liegen, in Theilgebiete von der nämlichen Beschaffen- 
heit wie die soeben beschriebene Fläche % zerlegen. 

Unter diesen Umständen kann die Function f{Xy y) ein 
eigentliches Doppelintegral über das Gebiet § nicht besitzen. 
Denn die auf S. 65 eingeführte Summe 
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n 



1 

lässt sich, wenn man sich die Vielecke r^ . . . r« auch noch 
so klein (also sämmtlich kleiner als eine beliebig gegebene 
Zahl X) denkt, noch immer durch passende Annahme eines 
Werthepaares Xr^ yr ihrem Betrage nach grösser machen 
als eine beliebig gegebene Zahl y^ 0, so dass sie bei 
lim Tr = einen endlichen Grenzwerth nicht haben kann. 
Das ist leicht einzusehen. Es muss nämlich auf der Be- 
grenzung von 5 mindestens einen Punkt a; = c, y = d geben, 
in dessen jeder Umgebung f{xy y) eine unendliche Grenze 
z. B. die obere Grenze + oo hat. Wählen wir nun ein be- 
stimmtes System von Vielecken r^ . . . r« aus, deren Durch- 
messer kleiner als yx sind, und lassen wir Xn dasjenige 
unter ihnen sein, zu welchem der Punkt (c, d) gehört. Auch 
die Punkte x^^ j/i . . . Xn—i, 2/«— i ^^ ^^^ Theilen r^ . . . r„— i 
können wir willkürlich wählen. Da 



S :> f(Xn, yn) tn — 




n — 1 

r fi^n yr) tr 
l' 

ist, so wird S^ y sein, wenn wir über den noch nicht be 
stimmten Punkt Xn, yn so verfügen, dass 

-1 



fi^ny yn) > 



y + 



n 




Tfi^r,yr)rr 



} : ^«(= /) 



ist. Das ist in der That möglich, da es zu einer beliebig 
gegebenen Zahl y' > in jeder^ auch noch so kleinen Um- 
gebung des Punktes (c, d) solche Punkte x^, yn geben muss, 
dass f{Xny yn) > y' ist. 

2. Wir können jedoch in ähnlicher Art, wie es bei den 
einfachen Integralen geschehen ist, den Begriff des Doppel- 
integrals erweitern. Nehmen wir ein für alle Male 
an, dass die Function f(Xy y) über jedes von gewöhn- 
lichen Rändern begrenzte^), innerhalb 5 gelegene 



1) In Zukunft sollen, wenn ganz im Endlichen gelegene Flächen 
vorkommen, immer solche gemeint sein, deren Ränder gewöhnliche 
Curven (s. S. 37) sind. 
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Gebiet ®y wo sie endlicli ist; ein Doppelintegral zu- 
lässt. Das versteht sich in dem zumeist vorliegenden Falle^ 
dass f(Xj y) bei allen Punkten eines jeden solchen Gebietes @ 
stetig ist, von selbst. Giebt es filr das eigentliche Doppel- 
integral 

S(& f{^7 y) ^ A, 

während das Gebiet ® in irgend einer Art sich dem ur- 
sprünglichen % unbegrenzt nähert ^ stets einen und denselben 
endlichen Grenzwerth J, so dürfen wir ihn als das Doppel- 
integral 

S^fix, y) dfi 

erklären^ weil diese Grenzwerthe, wie wir zeigen werden, 
eine ähnliche Bolle spielen wie die eigentlichen Doppel- 
integrale. 

Der genannte Grenzwerth wird in folgender Weise 
erklärt.^) Lassen wir die für die Flächen eingeführten 
Zeichen ^S, @ . . . zugleich die ihnen zukommenden Zahlen 
bedeuten, so soll die Zahl eT'das uneigentliche Doppel- 
integral der Function f(Xy y) über das Gebiet ^ 

heissen, d.i. 

J-S^f{x,y)dK 

sein, falls jeder positiven Zahl a>0 eine andere 
d>0 sich so zuordnen lässt, dass stets 



1) Die Erklärung des uneigentlichen Doppelintegrals ist nach 
C. Jordan, Cours d' Analyse 2. dd. II. S. 81 gegehen, an dessen Dar- 
stellung (a. a. 0. Nr. 73 — 76) ich mich in Nr. 1 — 8 im Allgemeinen an- 
geschlossen habe. Die a. a. 0. gegebenen Sätze lassen sich auf das 
obere und untere Doppelintegral einer über das Gebiet % nicht inte- 
grirbaren Function von x und y ausdehnen. C. Jordan legt seiner 
Darstellung von vornherein diese beiden Doppelintegrale zu Grunde. 

Eine allgemeinere Erklärung des uneigentlichen Doppelintegrals 
über ein endliches Gebiet hat C. de la Valläe-Poussin seinen 
klassischen „Recherches sur la convergence des integrales definies" 
(Journal de Math^m. 1892 S. 421 flg.) in Nr. 20 zu Grunde gelegt. 
Es lässt sich aber auch die hier gegebene in derselben Weise ver- 
allgemeinem, nämlich in ähnlicher Art, wie wir im Nachtrage HI 
den Begriff des absolut convergenten, einfachen bestimmten Integrals 
ausdehnen werden. 
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\J-S^f{x,y)dK\<B (1) 

ist, wenn nur die innerhalb 3 gelegene Pläclie @ 
davon sich um weniger als S unterscheidet, also 

< g - ® < Ä (1*) 

ist. Dabei kann die Fläche @ sowohl zusammenhängend 
sein, als auch aus einer endlichen Anzahl von getrennten 
oder einander nur in Punkten berührenden, für sich zu- 
sammenhängenden Theilen bestehen. Die Begrenzung von @ 
hat entweder gar keinen Punkt mit der Begrenzung % ge- 
mein oder doch nur solche, in deren Umgebung die Func- 
tion f{xy y) endlich ist. 

Zur Existenz des uneigentlichen Doppelintegrals 
Sfifdk ist nothwendig und hinreichend, dass jedem 
« > ein d > so entspricht, dass, wenn @ und @' 
irgend zwei innerhalb % gelegene Flächen bedeuten, 
zu denen eigentliche Doppelintegrale von f{x, y) ge- 
hören und deren jede von 5 um weniger als ä ab- 
weicht, so dass 

0<%-®<d 0<g-®'<(y (-2) 

ist, alsdann stets 

I S^f{x, y) dK - S^'f{x, y)dK\<B (3) 

ist.^) — Die Nothwendigkeit dieser Bedingung erhellt un- 
mittelbar aus der obigen Erklärung von S^fdK, Lassen 
wir nämlich @' eine zweite Fläche sein, welche den Be- 
ziehungen 

0<%-&<8 \J-S^'fdK\<B (4) 

genügt, so finden wir mittelst der Formel 

Si&fdK-S^'fdK^{ß^fdk^J) + {J--S^'fdK) 

aus (1) und (4), dass 

\S%fdK-S%'fd^\<2s 

ist. Wir brauchen also blos das willkürliche e in (1) durch 
£ : 2 zu ersetzen, um zur Ungleichung (3) zu gelangen. 



1) C. Jordan a. a. 0. S. 77. 
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Dass das Bestehen der zusammengehörigen Un- 
gleichungen (2) und (3) zur Existenz eines endlichen Grenz- 
werthes J ausreicht^ kann zunächst wie in Arithmetik I, 
S. 116 durch Aufstellung seiner systematischen Form be- 
wiesen werden. Oder man bedient sich hierzu des Satzes^ 
dass^ wenn die Unbestimmtheitsgrenzen von 

S&fdK bei lim®=-g 

einander gleich sind, ihr gemeinsamer Werth der Grenzwerth 
von S(»fdk bei lim @ == fj in dem obigen Sinne ist. Diese 
Unbestimmtheitsgrenzen werden genau in der nämlichen Weise 
erklärt wie auf S. 162 d. LT. der Arithmetik für die Function /'(a;) 
bei einem gegebenen Grenzübergange des Argumentes x. Im 
gegenwärtigen Falle tritt blos an Stelle von x die Ver- 
änderliche w =• 5 — @. D. i. beschränkt man zunächst @ 
auf die Werthe von Null bis zu einem positiven u, so haben 
die zugehörigen Doppelintegrale S^fdA eine obere Grenze ^^(li). 
Und lässt man jetzt u von bis ^ wachsen , ohne dass es 
jedoch diese Werthe selbst annimmt, so kann g(u) nicht 
abnehmen, hat also bei lim w = + einen Grenzwerth. 
Dieser heisst die obere Unbestimmtheitsgrenze der Doppel- 
integrale S%fdK bei lim @ = 5- Auf ähnliche Art erklärt 
man die untere Unbestimmtheitsgrenze der S® bei lim ® = fj- 

Lässt man nun die Beziehungen (2) und (3) zunächst 
wenigstens für einen Werth von s gelten, so folgt schon 
daraus die Endlichkeit von S^fdk für alle möglichen Ge- 
biete (5} innerhalb %, Denn ist ©' in (2) eine bestimmte 
Fläche und ® ein Stück derselben, so hat man 

unter M^ die obere Grenze von \f{Xy y)\ im Gebiete @' 
verstanden. Liegt aber ©' völlig innerhalb ®, so erschliesst 
man aus (3), dass 

I Ä® I ^ I Ä0' I + I S® - Ä®' I < I /S(g' I + £ (4*) 

ist. Und wenn endlich die Gebiete @ und ®' einander 
durchsetzen, so nehme man innerhalb % eine Fläche @" an, 
welche ® und ©' enthält, so dass nach (4*) 
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I Ä@" I < I iS®' I + « (5) 

ist. Da nun g - 0" < g - @' < d ist, so hat man nach (3) 
I S(^ — iS®" \< Sf folglich nach (5) 

I fi'dj I < I S@" I + 1 /S@ — 5i@" I < I Ä(jj' I + 2b, 

Aus der Endlichkeit von S& für alle ® < fj ergiebt 
sich, dass auch seine Unbestimmtheitsgrenzen bei lim ® >» 5 
endliche Zahlen sind. Setzt man jetzt die Giltigkeit der 
Beziehungen (2) und (3) für jeden Werth von € voraus, so 
findet man schliesslich, dass diese Unbestimmtheitsgrenzen 
einander gleich sind (vgl. a. a. 0. S. 166). 

3. Denken wir uns ein System von gewöhnlichen Curven, 
welche sich der Begrenzung des Gebietes 5 unbegrenzt 
nähern. Und zwai' soll eine jede von ihnen diejenigen um- 
schliessen, welche von der Begrenzung von ^5 weiter ab- 
stehen als sie. Somit dürfen sich keine zwei Curven des 
Systemes schneiden, wohl aber können alle einzelne Punkte 
oder ganze Stücke der Begrenzung von ^ ^^ einander 
gemein haben. Analytisch kann ein solches Curvensystem 
durch so viele Paare von Gleichungen von der Form 

oj == g?(r, <y) y = ^(r, a) (5*) 

dargestellt werden, als es Ränder von 5 giebt. Dabei soll 
der Parameter durch genau vorgeschriebene positive Werthe 
zur Null convergiren und diese Gleichungen selbst durch die 
Annahme cy = in die der Ränder von fj übergehen. Wenn 
wir mit (S{ö) die Zahl der Fläche bezeichnen, welche von 
der oder den Curven (5*) begrenzt wird, so haben wir 

lim ©((?) = 5. (6) 

Und es besteht der Satz^): 

Hat die Function f(x, y) über das Gebiet ^ ein 
uneigentliches Doppelintegral 

so ist es der Grenzwerth des eigentlichen Doppel- 
integrals von f(x, y) über das veränderliche Ge- 

1) C. Jordan a. a. 0. Nr. 77. 
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biet ®(<y), welches sich dem Gebiete 5 unbegrenzt 
nähert^ bei lim <T = + 0, d. i. 

J^\imSi»^o)f(x, y)dK (7) 

Vermöge der Formel (6) können wir nämlich der 
positiven Zahl d in (1*) (S. 125) eine andere q> so zu- 
ordnen , dass neben 6 <iQ stets ^ — @(ö) < S ist. Daher 
ist zufo^e der Ungleichung (1) neben 

Ö < Q stets I J"— S@(a)/*dA| < S] 

es besteht also die Formel (7). 

8*. Wir müssen nun die Bedingung^ welche in Nr. 2 
q»ls zum Vorhandensein des Doppelintegrals S^f{Xf y)dK 
nothwendig und hinreichend erklärt wurde, durch eine andere 
ersetzen.*) Sie lautet: 

Zum Vorhandensein des uneigentlichen Doppel- 
integrals S^f(x, y)dp^ ist nothwendig und hin- 
reichend, dass jeder Zahl € > eine andere d > so 
entspricht, dass für jedes innerhalb % gelegene Ge- 
biet g, zu dem ein eigentliches Doppelintegral von 
f{Xy y) gehört und dessen Inhalt kleiner als S ist, 

\SJ{x,y)d^\<B (1) 

ist. Dabei kann die Fläche g sowohl zusammenhängend 
sein, als auch aus einer endlichen Anzahl von getrennten 
oder einander nur in Punkten berührenden, für sich zu- 
sammenhängenden Theilen bestehen. Die Begrenzung von g 
kann mit der von f^ Punkte gemein haben, nur muss zu g 
ein eigentliches Doppelintegral von f{xy y) gehören. 

Beweis. Diese Bedingung ist hinreichend. Es seien 
@, ®' irgend zwei Gebiete innerhalb 5> ^® davon um 
weniger als S abweichen und in denen f{xy y) endlich ist. 
Sie mögen zunächst ein Gebiet ^ gemein haben. Bedeutet 
dann g den üeberschuss von ® über §, so dass ® = ^ + g, 
und g' den Üeberschuss von @' über ^, so dass ®' = ^ + g' 
ist, so liegt g in der Fläche, welche von 5 i^ach Wegnahme 
von @J', und g' in derjenigen, welche von 5 nach Wegnahme 



1) Vgl. C. Jordan a. a. 0. Nr. 74. 
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von ® übrig bleibt. (Fällt § z. B. mit @ zusammen, so 
setze man g = 0.) Wir haben somit 

g<g.-®'<(J 9'<5-@<*, (2) 

so dass nach (1) | Äg | < a | /Sg' | < « ist. Ferner ist für die 
eigentlichen Doppelintegrale S®, S®t, 

S(^ = S^ + Sq S^' = S^-j- Sq' 

S(^ S@' = Sq Äg'; 

woraus sich ergiebt, dass 

I Ä@ — S(^' ^ I S'g I + 1 Sq' I <C 2s (3) 

ist. Im Falle, dass die Flächen @ und & kein Stück gemein 
haben, muss ®' < g - @, @ < g - ®', somit @'< d', ® < d 
sein, so dass ebenfalls die Beziehung (3) besteht. Die zu- 
sammengehörigen Ungleichungen (2) und (3) besagen nach 
Nr. 2 in der That, dass die Function f(x, y) ein Doppel- 
integral über das Gebiet % zulässt. 

Die in Rede stehende Bedingung ist aber auch noth- 
wendig. Denn angenommen sie sei nicht erfüllt, so kann 
das Doppelintegral S^ nicht existiren. Dann müsste nämlich, 
wenn e und d gegebene positive Zahlen bedeuten und d' < d 
ist, zu d' ein Gebiet g innerhalb %, dessen Inhalt kleiner 
als d' ist, gehören, wofür |/S'g|>6 ist. Nun sei % ein Ge- 
biet innerhalb 5? welches g enthält und zugleich so gewählt 
ist, dass ^ — % <.d — 8^ ist. Ein solches muss es geben; 
denn denkt man sich zwischen der Begrenzung von g und der 
von % eine stetige Schaar einander nicht schneidender Curven, 
so nimmt der Inhalt der von ihnen umschlossenen Flächen 
ebenfalls stetig von g bis g zu. Nehmen wir von @ g weg, 
so erhalten wir das Gebiet @' = @ — g, wobei 

< 5 ~ ©'= (g - @) + g < (d - d') + d'= d 

ist. Zugleich haben wir 

Ä@ — S®' I = I S'g I ^ ^' (4) 

Es giebt demnach, wie klein die Zahl d auch sein mag, 
dennoch zwei Gebiete @, ®' innerhalb g, davon um weniger 
als d verschieden, wofür gleichwohl die Beziehung (4) be- 
steht. Also besitzt die Function f{Xy y) kein Doppelintegral 
über das Gebiet %, 

stolz, Differential- u. Integralrechnung, ni. 9 



130 XVIII. Abschnitt Nr. 3*. 

Im Falle dass f{x^ y) innerhalb des Gebietes gf sein Zeichen 
nicht ändert, lässt sich durch eine Betrachtung, welche der unten 
auf S. 133 Z. 4 angestellten ähnlich ist, zeigen, dass aus den Bezieh- 
ungen (2) und (3) in Nr. 2 unmittelbar die obige (1) folgt. 

Es sei noch bemerkt, dass es genügt, im vorstehenden 
Satze unter g blos jene innerhalb 5 gelegenen und den 
Inhalt Ö nicht erreichenden Flächen zu verstehen, welche 
mit der Begrenzung von § keinen Punkt gemein haben. 
Nehmen wir in der That an, es sei der Satz nur für solche 
Flächen g ausgesprochen und zwar entspreche einer beliebig 
gewählten positiven Zahl «' < « die Zahl 6\ Giebt es nun 
eine an die B^renzung von % heranreichende Fläche g', 
kleiner als d\ worin f{x, y) endlich ist, so kann man von 
ihr ein Stück u so abschneiden, dass der Rest von g' keinen 
Punkt mit der Begrenzung von % gemein hat und dabei 
\Syxfd^.\ kleiner ist als eine beliebig gegebene Zahl x. Da es 
nämlich eine Constante g giebt derart, dass | f{Xy y)\<^g ist 
für jeden Punkt von g', so hat man nach dem 10. Satze auf 
S. 79 I /Su I < ^u; mithin ist | ä« ' < x, wenn nur u < x : ^ 
gewählt wird. Es ist nun femer 

somit 

Hieraus ergiebt sich bei der Willkürlichkeit von x, dass 
I Sg' I < «', also I Äg'l < £ ist. Demnach ist für jede Fläche g, 
kleiner als 8\ zu der ein eigentliches Doppelintegral von % 

8"^^'^' \S,fdt<\<a. 

Corollar. „Hat die Function f(xj y) ein uneigentliches 
Doppelintegral über das Gebiet ^ und zerlegen wir dieses 
durch eine einfache gewöhnliche Linie q in zwei Gebiete 5i 
und ^2; s^ l^sst die Function f{Xj y) über jedes von ihnen 
ein uneigentliches Doppelintegral zu. Dabei ist 

S^f(x, y) dK « S^J{x, y) dk + S^J(x, y) dk, (5) 

und umgekehrt: Hat f{Xy y) ein Doppelintegral über jedes 
von zwei aneinanderstossenden Gebieten ^i; Sa? ^^ 2MS^ 
eines über das durch Vereinigung der beiden entstehende 
Gebiet %}' 
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Beweis. Die Beziehung (1) gilt auch für alle Flächen g, 
welche zu fj^ gehören, ein eigentliches Doppelintegral von 
f{Xy y) zulassen und dabei kleiner als d sind. Somit existirt 
das Doppelintegral S^JdK, Aus demselben Grunde ist auch 
S^^fdK vorhanden. Denken wir uns nun ein System von 
Curven, die ganz innerhalb 5 liegen und der Begrenzung 
von % beliebig nahekommen können. 
Irgend eine von diesen Curven, deren ^*' ^ * 

Coordinaten von einem Parameter 6 
abhängen mögen, sei durch die punk- 
tirte Linie in Fig. 15 dargestellt. Die 
von ihr umschlossene Fläche sei @(<y) 

und zwar sei lim ® (<y) == 5 b®i 

lim ^ = + 0. Ist nun die Linie q 

z. B. ein Querschnitt von g, der zwei Punkte des Bandes 

von % verbindet, so theilt sie die Fläche ©(ö) in zwei, 

@i(<y) und ©aW? Yroh&i nach der Formel (16) auf S. 76 

ist. Aus dieser Beziehung folgt, wenn wir ö zur Null con- 
vergiren lassen, nach der vorigen Nummer unmittelbar die 
Formel (5). 

Lässt umgekehrt f(x, y) ein Doppelintegral sowohl über 
die Fläche 5u ^^ auch über die %^ zu, so muss zur Zahl 
s : 2 eine andere d > so gehören, dass wenn innerhalb 
5i irgend ein Gebiet g^ kleiner als d', zu dem ein eigent- 
liches Doppelintegral von f(Xy y) gehört, gewählt wird und 
desgleichen innerhalb 5i irgend eines, gg, kleiner als d, von 
der nämlichen Beschaffenheit, dann stets sowohl 

I S^J^K I < « : 2, als auch | Äg/c^A \<e\B (6) 

ist. Verstehen wir nun unter g ein Gebiet innerhalb 5? 
welches kleiner als S ist, für die Function f{x, y) ein eigent- 
liches Doppelintegral liefert, und wovon ein Theil g^ zu ^i? 
der Rest Q^ zu ^^ gehört, so haben wir wie oben 

SJd^ = SQJd^ + S^JdA. 
Somit ist nach (6), da wenn g < ^, auch g^ und gg kleiner 
als d sind, \SJd^\<e. 

9* 
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Es besteht also für das Gebiet 5 = i5i + ^2 stets, wenn nur 
9 < Ä ist, die Beziehung (1), somit lässt die Function f{x^ y) 
ein Doppelintegral über % zu. 

4. I. Fall. Die Function f{x,y) wechselt im Innern 
des Gebietes % ihr Zeichen nicht, z. B. es sei für jeden 
Punkt Xj y innerhalb ^ f(x, J/) > 0, welche Annahme wir 
in dieser Nummer festhalten wollen. Dann ist von den 
eigentlichen Doppelintegralen S^/^ciA, wo ® zum Mindesten 
jede in fj enthaltene Fläche, welche mit dem Rande von § 
keinen Punkt gemein hat, sein darf, keines negativ. Be- 
trachten wir insbesondere ein System von Flächen ®(<y) 
innerhalb 5^ ^i® ®s in Nr. 3 beschrieben ist, so haben wir 
neben 0<o' <ö 

®{ö')>&(a), also S&^a')fd^>S&^a)fd^. 
Das eigentliche Doppelintegral 

J{^)--S(»io)f(x, y)dA (a) 

nimmt demnach bei abnehmenden ö nicht ab, hat somit bei 
lim <T = + einen Grenzwerth, der entweder eine positive 
Zahl J oder + <x> sein kann. Und es besteht der Satz: 
„Die Function f(x^ y) hat ein Doppelintegral über 
das Gebiet 5 oder nicht, je nachdem es mindestens 
ein System von Flächen ®(a), völlig innerhalb % 
liegend und der Bedingung, dass 

lim @(<y) = 5 (b) 

ist, genügend, giebt, wofür 

lim S%^a)f{x, y)dK (c) 

a = + 

endlich oder unendlich ist. Und zwar ist im ersten 
Falle das Doppelintegral gleich diesem Grenz- 
werthe (c). Dieser erste Fall tritt dann und nur 
dann ein, wenn die Integrale J{6) sämmtlich unter 
einer endlichen Constanten H liegen." 

Beweis. Nehmen wir zuerst an, dass der Grenzwerth (c) 
eine positive endliche Zahl e7 ist, so können wir jedem f>0 
ein () > so zuordnen, dass wenn nur < (? < () ist, 



X 
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J-€<J(a)<J (d) 

ist. Somit haben wir neben < 0' < <y 

< J((y') - J(a) < 6. (e) 

Verstehen wir nun unter ö einen festen Werth zwischen 
und Q und denken uns in § die Fläche @(a) gezeichnet. 
Für dieselbe hat f(x, y) eine endliche obere Grenze g^ so 
dass, wenn g irgend ein Flächenstück innerhalb ©((?) be- 
deutet, nach dem 10. Satze auf S. 79 

^<SJ{x,y)dtK^gZ 
ist. Es ist demnach S^< b, wenn nur g < « : ^ ist. Be- 
zeichnet aber g ein Stück der Fläche 5 "" ®(^)? ^^^ ^i® ^' 
grenzung von ^ nicht berührt, so haben die zu den positiven 
Zahlen 0^ <.6 gehörigen Flächen @(ö'), weil sie der Fläche 5 
beliebig nahe kommen können, bei hinlänglicher Kleinheit 
von a' die Eigenschaft, dass g der von den Begrenzungen 
von @(o) und @{o') umschlossenen, aus einem oder mehreren 
Stücken bestehenden Fläche @(<y') — @(<y) angehört. Dem- 
nach ist 

mithin nach (e) 

8Qfd^ < e. (f) 

Bezeichnet g einen Theil von 5? ^^^ kleiner als s : g ist, 
so wird er im Allgemeinen ein Stück mit der Fläche @ (a) 
und eines mit ^ — & (a) gemein haben; daher ist S^fdPi 
jedenfalls kleiner als 2^. Es ist somit das uneigentliche 
Doppelintegral S^fix^ y)dK vorhanden (Nr. 3*). Sein Werth 
ist nach dem Satze in Nr. 3 gleich dem Grenzwerthe (c). 

Wenn aber der Grenzwerth (c) + o© ist, so kann die 
Function f{Xj y) kein Doppelintegral über das Gebiet % zu- 
lassen. Denn wäre ein solches vorhanden, so müsste nach 
dem Satze in Nr. 3 der Grenzwerth (c) ihm gleich sein, 
könnte also nicht unendlich sein. 

Die zufolge des vorstehenden Satzes erforderliche Unter- 
suchung lässt sich bisweilen mittelst des Corollars auf S. 130 
oder durch die folgende Bemerkung vereinfachen.^) 

1) Die Bemerkung ist benutzt auf S. 136, das CoroUar auf S. 139 
Z. 4 V. u. 
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„Wenn die Begrenzungen sämmtlieher Flächen &(a) 
(S. 127) das oder die nämlichen Stücke mit der von 5 
gemein haben ^ die Doppelintegrale 

jedoch uneigentliche sind und J{6) bei lim <y «= + einen 
positiven endlichen Grenzwerth J besitzt, so lässt die 
Function f{xy y) auch über das Gebiet fj ein Doppelintegral 
zu und zwar ist J sein Werth." 

Beweis. Es sei ^ eine Fläche innerhalb %, welche mit 
der Begrenzung von 5 keinen Punkt gemein hat. Da die 
Fläche ®(<y) sich bei lim (^ = + dem Gebiete % beliebig 
nähern kann, so werden die Begrenzungen aller Flächen ®{6) 
bei gehöriger Kleinheit von o das Gebiet § umschliessen. 
Alsdann ist g^f^f^ < j^^^y < j (g>j 

Daraus folgt wieder, dass S^fdK existirt. Man braucht, 
um dies einzusehen, nur § durch ein System von Flächen 
^(r), welche bei lim r = +^ zur Grenze ^ convergiren, zu 
ersetzen und zu bemerken, dass die Integrale S^{t) bei 

lim r « + 

einen endlichen Grenzwerth <7' haben müssen. Mithin ist 
S^fdk vorhanden und zwar ist es gleich J'. Dann ergiebt 
sich aus der Beziehung 

S^it)fd^ < J bei lim r = + J' < J. (h) 

Existirt S^fdf^j so lässt f{x, y) nach S. 130 auch ein Doppel- 
integral über das Gebiet g(ö) = ^ — @(<y) zu. Wir haben, 
femer nach der Formel (5) auf S. 130 

Demnach ist ^i ^ t/ \ 

woraus durch den Grenzübergang lim <y « + die weitere 
Beziehung J^ >^J folgt. Zusammengehalten mit der früheren 
(h), liefert sie die Gleichung tT '=^ J, 

5. Allgemeine und besondere Beispiele. Wir führen 
zuerst den folgenden Satz vor. „Wenn die Function f{Xy y) 
mindestens in allen Punkten der Fläche 5 = K^M^L^L^M^K^ 
in Fig. 10 auf S. 82 mit Ausnahme derjenigen, welche den 
zur y-Axe parallelen Strecken JC^Äg, L^L^ angehören, stetig. 
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jedoch in der genannten Fläche nicht endlich ist und dabei 
innerhalb derselben ihr Zeichen nicht wechselt, so 
hat sie ein Doppelintegral über die Fläche ^ oder 
keines, je nachdem das zweimalige Integral 

' äx I f(x, y)dy (a) 

existirt oder nicht, und zwar ist im ersten Falle das Doppel- 
integral ihm gleich. Umgekehrt: Je nachdem diese Function 
ein Doppelintegral über die Fläche ^ hat oder nicht, existirt 
jenes zweimalige Integral oder nicht " Wie a. a. 0. ist 
y=g?i(a;) die Gleichung der Curve K^M^L^, V '^ ^2^^) die 
der Curve K^M^L^j a (= OÄ) und a' («« OÄ') die äussersten 
Werthe der Abscissen der Punkte beider Curven. 

Der erste Theil des Satzes ergiebt sich daraus, dass im 
Falle der Existenz des Integrals (a) 

dx I f{x,y)dy^ lim j dx 1 f(x,y)dy 

und sodann nach XVII, 8 

' dx I fix, y)dy^l I f(x, y)dxdy 

ist, worin g(|) das Gebiet M^N^N^M^ bedeutet, das aus % 
durch die in den Abständen ÄP'^P'A^=^ zu E^K^ und 
i^ig gezogenen Parallelen M^M^, -ZV^^g ausgeschnitten wird. 
Wir finden demnach 

lim / / f(x, y)dxdy = / dx I f(x, y)dy, 

somit nach dem Satze auf S. 132 

/ / fi^y y)dxdy=^ 1 dx 1 f(x, y)dtj, (a*) 

J J{%) Ja J<fi(,x) 

Im Falle der Nicht -Existenz des Integrals (a) ist dagegen 

' dx I f(x, y)dy '^ lim / / f{x,y)dxdy=-±:00y 

also lässt die Function f{x, i/) kein Doppelintegral über % zu. 

Auf ähnliche Weise ergiebt sich die Umkehrung dieses 

Satzes. Allein da die Disjunction in demselben vollständig. 
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ist, so bedarf es keines besonderen Beweises für seine Um- 
kehrung; sie versteht sich vielmehr von selbst. 

Man kann den vorstehenden Satz leicht auf den Fall ausdehnen, 
dass auch auf den Curven K^M^L^ und K^M^L^ Punkte vorhanden 
sind, in deren jedes Umgebung die Function f{x^y) nicht endlich ist, 
und zwar je in endlicher Anzahl. Zieht man nämlich von jedem 
dieser Punkte eine Parallele Yur y-Axe, so zerfällt das Gebiet fj in 
eine endliche Anzahl von Theilgebieten, in deren jedem f(x^ y) die 
nämlichen Eigenschaften hat wie im obigen Satze. Derselbe kann 
also auf jedes Theilgebiet angewendet werden. Lässt f{Xy y) ein 
Doppelintegral über g zu, so auch über jedes von ihnen und wir er- 
halten dafür eine Gleichung von der Form (a*). Durch Addition aller 
dieser Gleichungen gelangen wir wieder zu dieser Formel selbst. In 
ähnlicher Art kann man den in Rede stehenden Satz ausdehnen auf 
den Fall, dass sowohl auf K^M^L^^ als auch auf K^M^L^ sich ein 
unendliches System der ersten Art von Punkten befindet, in deren 
jedes Umgebung f{x^ y) unendlich ist. Hierzu dient der Satz auf S. 134. 

Einen besonderen Fall des Gebietes ^ bildet das Recht- 
eck ABA'B' in Fig. 1 auf S. 12. Dann ist ^^(a;) - 6, 
9^2 (^) — ^' ^^^ ^ir erhalten aus der Formel (a*) 

I / f(^> y)dxdy -= / dx I f(x, y)dy, (A) 

«/ J^ABA'B') Ja Jb 

Dabei braucht f{Xy y) in der Nachbarschaft keines Punktes 
der beiden zur i/-Axe parallelen Strecken AB^ und BA^ 
endlich zu sein. Ist aber f{Xj y) in allen Punkten von AB^ 
mit Ausnahme von A und JB' (und allenfalls eines imendlichen 
Systems 1. Gattung) und in allen von BA^ mit Ausnahme 
von B und A^ (und allenfalls eines Systems von der ge- 
nannten Art) stetig, so kann man im vorstehenden Satze die 
X' und y-Axe vertauschen und gelangt dadurch zur Formel 

/ / , fiP^y y)dxdy^ I ^V I f(p^y V)^^' C^) 

J J^ABA'B') Jb Ja 

Besondere Beispiele. 1) Die Function li(x-\-ay)f^ worin 
|u- > und et > ist, hat ein Doppelintegral über das Quadrat OACB 
(Fig. 16), worin OJ.= 05 = a>0 ist, oder nicht, je nachdem ^ 
kleiner als 2 ist oder nicht. Wir haben, wenn /it nicht 1 und 
ic > ist, 

^ dy {x-^-ayf-f" {x-{-aaf-f'-x^-f' 

— • (b) 



X 



{x-^-ayY' 



(1— |[t)a (l-/[t)a 

y = 
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ff ^^dy f'^dxf 

JJ{OACB){x + ayf Jo t/o 



Diese Function lässt sich nach x von x^O bis x = a integriren oder 
nicht, je nachdem 1 — fi> — 1 d.i. (i<C2 ist oder iiicht. Und zwar 
finden wir im ersten Falle 

' dy 

\oACB){x + ay)^ Jo Jo {x + ccyf 

(l-fi)(2-/*)a 
Wenn fi = l ist, so ergiebt sich zunächst 

l(x-\-aa) — lx 

y a 

also, da 



p dy 

Jo ^ + «: 



/■ 



[l(x -\- aa) — lx\dx = {x-\- aa) l{x -\-aa) — xlx, 
dxdy C'^ji^ C^ dy 



(c) 



rr dxdy ^ f'^y. P' 



X-\' ay 



= —\{a-\-aa)l{a-\- aa) — ala 



a 



Fig. 16. 



— lim {{x-\-aa)l{x-\'aa)'-xlx\"\ 

ar = + 0^ ' 

= J{(l+a)Z(l+a)-«Za}. 

Es hat nämlich xlx bei lim x=^-\-0 den Grenzwerth 0.^) 

8) Die Function li(x-\-ayy wird in allen Punkten der Geraden 
a; + ay = 0, in Fig. 16 mit g bezeichnet, unendlich. x-\-ay ist in der 
Halbebene rechts von g positiv, 
somit daselbst (x-\'ay)f* für 
jedes fjL reell. Um zu ent- 
scheiden, ob die genannte 
Function ein Doppelintegral 
über das Gebiet OBD^ wo- 
bei D auf ejr und der Verlänger- 
ung von BC liegt, zulässt, 
ziehen wir durch einen be- 
liebigen Punkt § auf Or 
eine Parallele zu g^ welche 
BD in B schneidet, und be- 
rechnen das eigentliche Doppel- 
integral unserer Function über das Gebiet QBB. Die Gleichung 
von QB ist, wenn OQ = ri gesetzt wird, 




1) Setzt man in der Formel (2) auf S. 81 d. I. T. x 
so erhält man daraus die Formel 

lim |Z| = 0. 

i"=4-o 



-1:S, 1^ = 1, 
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wir haben daher BB = cc{r} — a) und somit 

dxdy 



(d) 



rr dx dy ^ ro ^^ra dy 

JJiQBR){x+ayf Ja{ri~a) Jrj^x.a {x + ayf 



(e) 



falls ^ weder 1 noch 2 ist. Dagegen ist 

dxdy 



fi 



{QBB) x+ay 
dxdy 



JJ(QBR)l' 



= al---a + r], 

V 



(0 



(g) 



[x + ayy 

Bei limiy-B-fO hat nur die rechte Seite von (c) und zwar nur, wenn 
|it <[ 1 ist, einen endlichen Grenzwerth. Demnach hat die Function 
l:{x-{-ccyy*' ein Doppelintegral über das Gebiet OBD oder keines, 
je nachdem ft kleiner als 1 ist oder nicht. Also gilt nur im ersteren 
Falle die Formel 



JJio 



dx 



a^-fa^-f 



\OBD) (x-^-ayf (1- ^) (2 -^) 
3) Die auf S. 6 eingeführte Function 

y*—x* 



(t) 



deren Werthe innerhalb des Dreieckes OJ.C in Fig. 16 negativ, inner- 
halb des Dreieckes OCB positiv sind, lässt weder über das erstere, 
noch das letztere Gebiet ein uneigentliches Doppelintegral zu. — 
Ziehen wir nämlich NPJ^ OX und berechnen das eigentliche Doppel- 
integral der Function (h) über das Trapez PACN^ wobei 0P=^ sei, 
so finden wir nach der Formel (2*) a. a. 0. 



Ji 



y^—x^ 



dxdy 



'{y^-x^ 



%dy 



-r(-f.)-4'(f) 



(t) 



d. i. einen Ausdruck, welcher bei lim^ = + den Grenzwerth —oo 
hat. Das Doppelintegral der Function (h) über das Trapez SNCBy 

dessen Werth — Z(a:|) ist, hat bei limg=-|-^ ^^^ Grenzwerth +oo. 

4) „Es sei die eindeutige Function f{x) im endlichen Intervalle 
(a, a!) von x^ worin sie ihr Zeichen nicht wechselt, in jedem 
Punkte X zwischen a und a' stetig. Desgleichen sei die ein- 
deutige Function g{y) im endlichen Intervalle (&, &') von y, worin 
sie ihr Zeichen nicht wechselt, in jedem Punkte y zwischen 
h und y stetig. Mindestens eine von den beiden Functionen sei 
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in dem bezüglichen Intervalle nicht endlich. Die Function f(x)'g(y) 
lässt ein Doppelintegral über das von den Punkten 
A = {a, &), B = {a'y 6), ^' = (a', b'), B'=(a, b) gebildete Recht- 
eck (Fig. 17) dann und nur dann zu, wenn die Integrale 



f(x) dx 



9(y)dy 



existiren. Und zwar hat man 



/ / ^f(x)9(y)docdy 

JJiÄBA'B') 



= rmdx,r g{y)dy^' (m) 

Ja Jb 



Zieht man innerhalb ABA^B* zu jeder Seite eine Parallele im 
Abstände f , so erhält man ein zweites Rechteck MNM'N\ Nach 2) 
auf S. 91 hat man dann 



) 



/ f , fö)g{y)dxdy=\ f(x)dx,l g{y)dy, (n 

Lässt man | zum Grenzwerthe -|- convergiren , so hat hier jeder 
der Factoren rechts entweder einen endlichen, von Null verschiedenen, 



Pig. 17. 



Fig. 18. 



.V 



M 



Jf 



X 



m4' 




oder einen unendlichen Grenzwerth. Die linke Seite von (n) convergirt 
also bei lim | = -|- dann und nur dann zu einem endlichen Grenz- 
werthe, wenn die Grenzwerthe der beiden Factoren links endlich sind, 
d. i. wenn die Integrale (1) existiren. Dann besteht aber die Formel (m). 
Z. B. Sind a und ß positive Zahlen, so existiren die Integrale 



X'-' 



dx 



p-' 



dy 



(S. 386 d. I. T.). Bedeutet nun K den Punkt mit den Coordinaten 
x^OE=l, y=OF^EK=l (Fig. 18), so hat man 

J}x''-^dx. \y^~^dy = ff x'^-^y^-^dxdy. 
Jo J JiOEKF) 

Demnach hat die Function x"^^y^~^ auch ein Doppelintegral über 
das Dreieck OEF^ welches die Hälfte des Quadrates OEKF ist 
(S. 130). Den Werth dieses von Dirichlet (Werke I S. 398) ein- 
geführten Doppelintegrals 
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JJio 



^{OEF) 

werden wir auf S. 177 kennen lernen. 

Weitere Beispiele s. Nr. 19. 

Anmerkung. Wenn wir bezüglich der Functionen f{x)^ g{y) 
nichts weiter annehmen würden, als dass die eine innerhalb des 
Intervalles (a, a') von a;, die andere innerhalb des Intervalles (&, V) 
von y ihr Zeichen nicht wechselt und dass die eine in jedem inner- 
halb (a, a'), die andere in jedem innerhalb (6, V) gelegenen Intervalle 
integrirbar ist, so kann die Function f{x)g{y) ein Doppel- 
integral über das Rechteck ABA!B' zulassen, ohne dass 
beide Integrale (b) existiren. Es kann nämlich der eine von den 
beiden Factoren auf der rechten Seite der auch jetzt giltigen Gleich- 
ung (n) bei willkürlichem | verschwinden, so dass man 



J J{i^ 



f{x)9{y)äxdy = 

{MNM'N') 

findet. Dann ist nach dem Satze auf S. 132 auch 



Je/M 



f{^)9(y)dxdy = 0. 

(ÄBA'ß') 

Diese Besonderheit tritt ein, wenn wir für f{x) die auf S. 73 
eingeführte Function (p{x) nehmen. Wählen wir die Function ^(y) so, 
dass das zweite der Integrale (1) nicht existirt, so ist alsdann das 
Doppelintegral von (p(x)g(y) über das Rechteck ABA'B' vorhanden, 
während das zweimalige Integral 

\ (p{x)d(x)l g(y)dy 

a Jb 

keinen Sinn hat. Dagegen ist 

J' 9{y)dy\ q){x)dx^O. 
b Ja 

6. n. Fall. Die Function f(Xy y) wechselt inner- 
halb des Gebietes % ihr Zeichen. Dann besteht der 
folgende Satz^): 

1) P. du Bois-Reymond spricht diesen Satz im 94. Bd. d. Jour- 
nals f. r. u. a. Math. S. 281 aus und deutet den Beweis der Nothwendig- 
keit der in demselben angegebenen Bedingung, welcher allein 
Schwierigkeit macht, in der Art an, dass man im Falle, dass | f(x^ y) \ 
kein Doppelintegral über das Gebiet fj zulässt, nachweisen könne, 
dass der Grrenzwerth des Doppelintegrals von f{x^ y) über ein Ge- 
biet (5J(ö) (s. S. 127) für lim a = -{-0 bei gehöriger Wahl des letzteren 
jede beliebige Zahl sein kann. Dies setzt aber voraus, dass das Inte- 
grationsgebiet % sich so in eine endliche Anzahl von Theilen zerlegen 
lässt, dass fiXy y) in keinem von ihnen das Zeichen wechselt. — Die 
Darstellung i. T. schliesst sich an C. Jordan (a. a. 0. Nr. 75 und 76) an. 
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Dazu^ dass die Function f{Xy y) ein Doppelintegral 
über das Gebiet % besitzt, ist nothwendig und hin- 
reichend, dass \f{x,y)\ ein Doppelintegral über dieses 
Gj-ebiet zulässt. 

Beweis. Dass diese Bedingung ausreicht, ist leicht 
einzusehen. Nach Voraussetzung lässt sich jedem € > ein 
^ > so zuordnen, dass wenn nur g eine Fläche innerhalb 5 
bedeutet, zu der ein eigentliches Doppelintegral von | f{Xy y) \ 
gehört und die kleiner als d ist, dann stets 

S^\f{^y y)\dK<s 
ist. Nun hat man nach dem 8. Satze auf S. 78 

\S,f{x,y)dK\<S,\f{x,y)\dK, 
somit neben < g < d' 

\SQfix,y)dA[<€, 

d. h. es existirt S^f(x, y)dK (Nr. 3*). 

Um die Nothwendigkeit der obigen Bedingung nach- 
zuweisen, bemerken wir zunächst, dass, wenn es innerhalb ^ 
ein Gebiet ® giebt, in welchem f{Xy y) sein Zeichen nicht 
wechselt, nach dem Corollare auf S. 130 das Doppelintegral 
S^fdPij folglich auch 

S(s\f\d^^±S(»fd^ 

vorhanden sein muss. 

a) Daraus folgt unmittelbar, dass wenn das Gebiet ^ 
sich in eine endliche Anzahl von Theile so zerlegen 
lässt, dass innerhalb eines jeden die Function f{x, y) 
ihr Zeichen nicht wechselt, dann das Doppelintegral 

Sg i f(x, y) I dk 

vorhanden ist. Es lässt nämlich | f{Xy y) \ über jeden dieser 
Theile ein Doppelintegral zu, folglich auch über die durch 
Zusammensetzung derselben gebildete Fläche g. 

b) Dieser Satz lässt sich sofort auf den Fall ausdehnen, 
dass aus dem Gebiete ^ erst nach Weglassung einer end- 
lichen Anzahl von Stücken, in deren jedem f(Xy y) end- 
lich ist, ein Gebiet $' entsteht, das sich in eine endliche 
Anzahl von Theile zerlegen lässt, von welchen keiner einen 
Zeichenwechsel von f(Xj y) aufweist. Denn 
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Ss' I fix, y) \ dA 

existirt nach dem soeben Bemerkten und es soll f(x, y) über 
jedes der von fj ausgeschiedenen Stücke ein eigentliches 
Doppelintegral zulassen, folglich nach dem 8. Satze auf S. 78 
auch \f{xy y)\. 

c) Nehmen wir ferner an, dass aus dem vorliegenden 
Gebiete % durch Ausschliessung einer endlichen Anzahl von. 
einzelnen Punkten und ganzen Stücken der Begrenzung von % 
mittelst Flächen von beliebiger Kleinheit, in deren jeder 
f(Xy y) nicht endlich ist, stets ein Gebiet 5' erhalten 
werden, das in eine endliche Anzahl von Theile zerföllt, von 
welchen keiner einen Zeichenwechsel von f{xy y) aufweist. 
Da 8%f(x^ y)äk vorhanden sein soll, so muss nach Nr. 3* 
zu jedem « > ein d > so gehören, dass, wenn nur g eine 
Fläche innerhaft) % bedeutet, zu der ein eigentliches Doppel- 
integral von f(xj y) gehört und die kleiner als d ist, alsdann 
stets 

\S,f{x,y)dA\<B (1) 

ist. 

Wir führen die beiden Functionen fi{x, y)^ f^{Xj y) 

durch die Erklärung ein, dass die erstere in jedem Punkte 

Xy y von %, wo f{x, y) positiv ist, gleich f(xj y), in jedem 

anderen gleich Null ist, die letztere hingegen in jedem 

Punkte Xj y^ wo f{x, y) negativ ist, gleich — f(xy y), in 

jedem anderen gleich Null ist. Demnach hat man überall 

in 5 

I fi^i y) I = /i(^; y) + Ui^y y)' (2) 

Diese Functionen lassen über jedes Gebiet, wozu ein 
eigentliches Doppelintegral von f(Xy y) gehört, auch je eines 
zu (vgl. S. 79). Nun möge g irgend ein Gebiet innerhalb 5, 
kleiner als d, sein, zu dem ein eigentliches Doppelintegral 
von f(Xy y) gehört. Für dieses Integral gilt dann zu- 
folge Voraussetzung die Beziehung (1). Wir können die 
Linien, welche die oben bezeichneten Punkte und Stücke 
der Begrenzung von 5 ausscheiden sollen, hier so wählen, 
dass g ganz innerhalb des zurückbleibenden Gebietes fj' 
liegt. Aus der über 5' gemachten Annahme folgt natürlich, 
dass auch g sich in eine endliche Anzahl von Theile so zer- 
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legen lässt^ dass innerhalb keines von ihnen f{x^ y) das 
Zeichen wechselt, g^ möge die Summe derjenigen unter 
ihnen sein, in welchen f{Xj y) nicht negativ, also gleich 
f^(Xy y), fla die Summe derjenigen, in welchen f(Xy y) nicht 
positiv, also gleich — f^(x^ y) ist. Da sowohl g^ als auch g^ 
kleiner als d ist, so dürfen wir in (1) g durch g^, sowie 
durch gg ersetzen. Wir erhalten demnach die Ungleichungen 

Sqi fiiP, y)d/K<e Sg, f^(x, y) d/K < €. (3) 

Weil fi{oOf y) in gg, f^ix, y) in g^ durchaus verschwindet, 

so ist 

SJiioc, y)dK == S^J^ix, y)dK 

Somit ergiebt sich aus (3), dass, wenn nur g < d ist, dann 

stets 

< S,f,(x, y)dA<s, < 8,f,(x, y)d^<s (4) 

ist. Diese Ungleichungen besagen, dass sowohl fi(x, y), als 
auch ^2(^7 y) ®^^ Doppelintegral über das Gebiet ^ 
zulässt. Ferner ist vermöge der Formel (2) zufolge des 
3. Satzes auf S. 158 

^9 1 fi^y y)\d^'=- Äg/;(ir, y) dk + 8J^{x, y) dA; 

hieraus und aus den Beziehungen (4) erhellt, dass, wenn 
nur < g < d ist, alsdann 

S,\f{x,y)\dk<2B 

ist. Daraus dürfen wir, da 2^ ebenfalls jede beliebige posi- 
tive Zahl sein kann, nach dem Satze auf S. 128 schliessen, 
dass I f{x, y) \ ein uneigentliches Doppelintegral über das 
Gebiet fj besitzt. 

d) Der in c) bewiesene Satz lässt sich auf ähnliche 
Weise erweitem, wie der in a) bewiesene durch die in b) 
gemachte Bemerkung. 

Der Satz am Eingange der Nummer gilt auch für eine 
complexe Function der Veränderlichen x und y. Wir sagen 
nämlich, eine solche Function 

f{x,y) = (p{x,y) + ii){x, y)i 

habe ein uneigentliches Doppelintegral über das Gebiet fj, wenn dies 
von jeder ihrer beiden Coordinaten qp(a;, y), 'i/>(a;, y) gilt, wenn also 
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S^\(p\d^ und S^\'^p\d^ (5) 

existiren. Dann aber existirt auch S^(\<p\-{-\'tf}\)dfi\, folglich, da 



ist, nach einer Bemerkung auf S. 168 auch ScK\f\dfii. Ist umgekehrt 
das letzte Doppelintegral vorhanden, so vermöge der Beziehungen 



auch die Doppelintegrale (5) und somit auch SxfdA. 

7. Schluss. Der Satz der vorigen Nummer ist in zwei- 
facher Hinsicht bemerkenswerth. Die Unterscheidung von 
absolut und nicht absolut convergenten uneigentlichen Inte- 
gralen, welche bei den einfachen Integralen vorzunehmen 
war (vgl. S. 396 d. I. T.), entfällt bei den Doppelintegralen. 
Es giebt nur absolut convergente uneigentliche 
Doppelintegrale. Hierin unterscheiden sich dieselben aber 
von den Doppelreihen, bei denen neben der absoluten 
Convergenz die nicht absolute oder bedingte vorkommt.*) 

Wenn die Function | f(x, y) \ kein uneigentliches Doppel- 
integral über das Gebiet 5 zulässt, so ist der Grenzwerth 

lim S(s,^o)f(Xyy)dk (6) 

entweder gar nicht vorhanden oder er hängt davon ab, wie 
das System der Flächen @(<y) (S. 127) angenommen wird. 
Im Falle, dass das Gebiet 5 in eine endliche Anzahl von 
Theile zerfallt, in deren keinem f(Xy y) sein Zeichen wechselt, 
lässt sich auf ähnliche Art, wie man an den bedingt con- 
vergenten Reihen zeigt, dass bei gehöriger Anordnung der 
Glieder jeder beliebige Grenzwerth auftreten kann (vgl. 
Arithmetik I. S. 239), nachweisen, dass zu jeder gegebenen 
Zahl K ein solches System von Flächen ®((y) ermittelt 
werden kann, dass der Grenzwerth (6) gleich K ist. 

Zum Schlüsse sei bemerkt, dass wir es in dem Falle, 
wo die Function | f{Xy y) \ kein Doppelintegral über das Ge- 
biet 5 besitzt, für passender erachten, auch der Function 

1) Vgl. Arithmetik I. S. 247, A. Pringsheim, Münchner Ber. 1897 
S. 139. Die gegentheilige Ansicht von C.Jordan (a. a. 0. 1. S. 302 u. 
II. S. 88) beruht auf einer viel zu engen Erklärung der Convergenz 
einer Doppelreihe. 
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f{Xy y) keines beizulegen, als mit Cauchy^) das Doppel- 
integral von f{Xy y) über das Gebiet % unbestimmt oder 
unendlich sein zu lassen. Denn nach dem in der Theorie 
der einfachen Integrale eingeführten Begriffe soll das un- 
eigentliche Integral eben ein, durch die Function und das 
Integrationsgebiet völlig bestimmter Grenzwerth sein. Diesen 
Einwand kann man auch P. du Bois-Reymond machen, 
wenn er a. a. 0. in dem in Rede stehenden Falle von einem 
bedingt convergenten Doppelintegral spricht. Das einfache 
Integral ist ja, auch wenn es nicht absolut convergirt, voll- 
kommen bestimmt. 

Beispiele. 1) „Wenn die Function f{Xj y) mindestens 
in allen Punkten der Fläche § ^ ^^S- 1^ ^^^ S« 82 mit 
Ausnahme derjenigen, welche den zur y-Axe parallelen 
Strecken Ä'iJTg, L^L^ angehören, stetig, jedoch in dieser 
Fläche nicht endlich ist, dabei innerhalb derselben das 
Zeichen wechselt, so lässt sie ein uneigentliches Doppel- 
integral über das Gebiet fj zu oder nicht, je nachdem das 
zweimalige Integral 

' dx \f{x,y)\dy (7) 

a e/9i(a:) 

existirt oder nicht. Im ersten Falle convergirt 

►ya (x) 

absolut und es gilt die Formel 

(^ -) fffi"^^ y) ^^ ^y - r ^^ r^ ' ^(^^ y^ ^y-' (^) 

Je nachdem das Integral (7) vorhanden ist oder nicht, 
ist nach dem Satze auf S.135 das Doppelintegral von | f(Xj y) !, 
somit auch das von f{Xj y) selbst über das Gebiet fj vor- 
handen oder nicht. Im ersten Falle convergirt, da 

' f(x,y)dy\< \f{x,y)\dy 

ist, das Integral >- 

1) Vgl. Moigno, Le9ons de calcul diff. etc. IL S. 83. Auch 
Dirichlet, Werke I. S. 395 gebraucht diese Ausdrucksweise. 

stolz, Dififerential - u. Integralrechnung. III. 1 Q 
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^ dx f 

a «/yl(*) 



/*(^, 2/) ^2/ 



absolut. Daraus ergiebt sich die Formel (8) genau so^ wie 
(a*) a. a. 0. 

Der vorstehende Satz lässt sich in der nämlichen Art 
ausdehnen, wie der Satz auf S. 135. 

Besondere Beachtung verdient der besondere Fall des 
obigen Satzes, dass das Integrationsgebiet das Rechteck 
ÄBÄ'B' (Fig. 1 auf S. 12) ist. Dann ist in (8) (p,(x) - b 
(f^ipc) = 6' zu setzen. Wenn f{x, y) auch in allen Punkten 
von BA^ mit Ausnahme von B und A\ in allen von AB* 
mit Ausnahme von A und N stetig ist, so besteht auch die 
Formel (B) auf S. 136. Unter anderen Umständen entscheiden 
darüber die Sätze in XVI. 3 und XVIII. 14. 



2) „Die Function 



(y*-a;«):(y* + ^*)* 



(a) 



hat kein Doppelintegral über das Quadrat OACB (Fig. 19) mit der 
Seite a.^^ Denn nach dem unter 3) auf S. 188 Bemerkten lässt die 

Function (y* — x^ : (t/* + aJ*)* kein Doppel- 
^^^•^^- integral zu, sowohl über das Dreieck OAC^ 

dT ytr als auch über OCB^ folglich auch nicht 
über das Quadrat OACB. -^ Man kann 
^ übrigens die in Rede stehende Behauptung* 
Yrv leicht unmittelbar als richtig erweisen. 
Nehmen wir innerhalb OACB einen Punkt M 
mit den Coordinaten 

an und ziehen PMB\\OY, QMS\\ OX und 
berechnen das Doppelintegral der Function (a) über das Rechteck 
CBMS nach der Formel (e) auf S. 93. Es ist 




X 



y' 



X' 



2\2 



mithin 



Jj{C 



ex x*-\-y^ (y*+^*) 



y^-x 



d j. y X 

TT— arc tan - — -s-; — $; 
öy X x^-f-y* 



V 



(b) 



f 7^5-7 — 5-5 dxdy = arc tan -^ — arc tan - — arc tan - + — • (c) 

iCRMS) (y^+xy ^ g g a ' 4 ^ ^ 

Wählt man M z. B. auf dem Halbstrahl r mit der Anomalie S 



n 



(0 < (9 < — ), so dass 1? = | tan ist, so geht die rechte Seite von (c) in 
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— arc tan (a : |) — arc tan ( J tan : a) -}- « : 4 

über. Lässt man nun M auf r gegen cücken, so findet man bei 
lim|= + 

li^ ff i;^^d^dy = 0-^ + ^ = 0-^. 

$=+0jJ(C7ÄJf5)(y'+a?T ^ 2^4 4 

Dieser Grenzwerth hängt von dem willkürlichen Winkel Q ab; die 
Function (a) hat somit kein Doppelintegral über OACB, 

8) „Es sei die Function f{x) im endlichen Intervalle (a, a') nicht 
endlich, jedoch in jedem Punkte x zwischen a und ä' stetig. Des- 
gleichen sei die im endlichen Intervalle (&, h') nicht endlich^ Function 
g{y) in jedem Punkte y zwischen & und &' stetig. Mindestens eine 
von den Functionen wechselt im bezüglichen Intervalle das Zeichen. 
Dann lässt die Function f(x)g{y) über das Rechteck ABA'B' 
(Fig. 17 auf S. 139) ein uneigentliches Doppelintegral nur 

Jra' 
I f(x)äx und 

g(y)dy absolut convergiren. Und zwar ist 

ff .^ m9iy)dccdy= rf{x)dx- r 9{y)dy>^ (d) 

jJ\ABA'Bf) Ja Jb 

Zur Existenz des genannten Doppelintegrals ist nothwendig die 
des Doppelintegrals 



JJ{^ 



.A^)l \9(:y)\dxdy, 

{ABA'ff) 

folglich müssen nach 4) auf S. 139 die Integrale 

J' \fip)\dx, I \9(y)\dy 
a Jb 

vorhanden sein. Die Gleichung (d) wird dann ähnlich wie (m) a. a. 0. 
bewiesen. 

Anmerkung. Wählt man die Function g{^) so, dass 

9{y)äy 



f 

Jb- 



bei jedem positiven Werthe von | (<[&' — &]: 2) verschwindet, so ist 
nach der Anmerkung auf S. 140 stets 

lim 1 / f{x)g(y)dxdy = 0. 

i^ + oJJiMNM'N') 

f 9iy)dy nicht vorhanden zu sein. 

Dies tritt u. A. ein, wenn man h——h' und g{y) eine solche ungerade, 
für alle Werthe zwischen — ö' und 6' stetige Function von y 

10* 
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sein lässt, dass I g{y)dy keinen Sinn hat. Den genannten Be- 

Jo 

dingungen genügt z.B. die Function g(y) = y:(fi'* — y^, wofür in der 
That g(—y)=—g (y) ist. Bei einer solchen Annahme von g (y) lässt jedoch 
die Function f{x)-g{y) kein Doppelintegral über das Rechteck AB A'B' zu. 

Das uneigentliohe Boppelintegral über ein ins Unendliche 

sich erstreckendes Gebiet. 

8. Es sei in der Ebene XOF ein ins Unendliche sich 
erstreckendes Gebiet 5> ^^^ dessen Begrenzung jeder im 
Endlichen gelegene Theil eine einfache und gewöhnliche 
Linie bildet, gegeben und eine eindeutige Function f{Xy y), 
welche in jedem innerhalb fj gelegenen, endlichen Gebiete & 
ein eigentliches oder uneigentliches Doppelintegral zulässt. 
Das gemeinsame Zeichen der Gebiete ® wird dem gegebenen 
Gebiete % beigelegt. Man kann das Zeichen von 5 ^.uch 
aus dem des Umlaufes längs seiner äusseren Begrenzung, 
die man sich im Unendlichen geschlossen denkt, ablesen. 
So bedeutet YOX in Fig. 19 auf S. 146 den positiven ersten 
Quadranten der Coordinatenebene. 

Wir nennen die Zahl J das uneigentliche Doppelintegral 
der Function f(x, y) über das Gebiet 5 ^i^d bezeichnen sie 
mit Scjf(Xy y)d^ unter der folgenden Bedingung. Jeder 
vorgegebenen Zahl s > muss eine andere () > so ent- 
sprechen, dass, wenn die endliche (zusammenhängende oder 
aus getrennten Stücken in endlicher Anzahl bestehende) 
Fläche & blos Punkte von fj ^^^ zwar zum Mindesten 
alle, deren Abstand von einem festen Punkte der 
Ebene, z. B. dem Anfangspunkte der Coordinaten, kleiner 
als Q ist, enthält, dann stets 

\S^f{x,y)dk-J\<B (1) 

ist. Existirt das uneigentliche Doppelintegral S^dk^ so wird 
es als die Zahl der ins Unendliche sich erstreckenden 
Fläche 5 erklärt. 

Aus der vorstehenden Erklärung des uneigentlichen 
Doppelintegrals J folgt dann unmittelbar der dem Satze in 
Nr. 3 entsprechende. 

Wenn wir eine Fläche, die blos Punkte von % enthält, 
als innerhalb % gelegen bezeichnen, so können wir sagen: 
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„Zum Vorhandensein des uneigentlichen Integrals S^f(Xj y)d^ 
ist nothwendig und hinreichend, dass jedem s> ein p > 
so entspricht, dass, wenn @, @' irgend zwei endliche, inner- 
halb % gelegene Flächen bedeuten, die zum Mindesten 
alle Punkte von %, deren Abstand vom Anfangs- 
punkte kleiner als q ist, enthalten, alsdann stets 

I S@fdfK - S(&'fdK \<6 (2) 

ist." 

Diesen Satz haben wir jedoch durch den nachstehenden 

zu ersetzen.^) „Die nothwendige und hinreichende Be- 
dingung zum Vorhandensein von S^f(x, y)dk besteht 
darin, dass jedem gegebenen £ > ein (> > so entspricht, 
dass für jede innerhalb % gelegene Fläche g, deren 
sämmtliche Punkte vom Anfangspunkte mindestens 
den Abstand q haben, 

\S,f{x,y)dk\<s (3) 

ist/' 

Beweis. Angenommen es sei diese Bedingung erfüllt. 

Bedeuten @ und @' irgend zwei innerhalb % gelegene endliche 
Flächen, welche wenigstens alle Punkte von 5, deren Ab- 
stand von kleiner als Qj enthalten, und ^ das ihnen ge- 
meinsame Gebiet, während g der Rest @ — §, g' der Rest 
©' — ^ sein soll, so hat kein Punkt von g und keiner von 
g' einen kleineren Abstand von als q. Es ist mithin 
nach (3) 

I Sg I < £ I /Sg' I <C £. 

Andererseits hat man wie auf S. 129 

woraus sich ergiebt, dass, wenn nur zu den Flächen ® und 
©' alle Punkte von 5 gehören, deren Entfernung von 
kleiner als q ist, dann stets 

ist. Mithin ist der Grenzwerth S^f{Xj y)dK vorhanden. 

Setzen wir aber voraus, dass die obige Bedingung nicht 
erfüllt sei, so muss zu jedem Zahlenpaar £ > q> 



1) C. Jordan a. a. 0. Nr. 78. 
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mindestens eine innerhalb % gelegene Fläche g gehören^ 
deren Punkte sämmtlich von mindestens den Abstand q 
haben und wofür | ^Sg | > « ist. Nun sei & ein endliches 
Gebiet innerhalb 5; welches jedenfalls alle Punkte von 5, 
die von um weniger als q abstehen, und die FK,che g 
enthält, und ©' das Gebiet, welches von @ nach Wegnahme 
von g übrig bleibt. Es gehören also zur Fläche @'=» @ — g 
ebenfalls alle Punkte von 5, deren Abstand von kleiner 
als Q ist. Wir haben nun 

lÄ®-Ä®'|«|Sö| >B. (4) 

Es giebt demnach, wie gross p auch sein mag, zwei Flächen 
@ ®' innerhalb 5? welche beide mindestens alle Punkte 
von 5> deren Abstand von weniger als q beträgt, ent- 
halten und wofür gleichwohl die Beziehung (4) besteht. 
Mithin existirt über das Gebiet % kein Doppelintegral der 
Function f(Xy y). 

Mit Hilfe des vorstehenden Satzes und des CoroUares, 
welches dem auf S. 130 entspricht^), kann man durch Be- 
trachtungen, welche denen in Nr. 4 und 6 ganz ähnlich sind, 
den Sätzen auf S. 132, 134 und 141 vollkommen entsprechende 
erweisen. Sie lauten: 

1) „Wechselt die Function f{Xy y) innerhalb des ins 
Unendliche sich erstreckenden Gebietes % ihr Zeichen nicht, 
so hat sie ein Doppelintegral über dasselbe oder nicht, je 
nachdem es mindestens ein System von endlichen Flächen 
@(ö) innerhalb des Gebietes %, als deren Grenze bei 

lim <y = -f- 
dieses selbst erscheint, giebt, wofür 

lim S^(a)f{xy y)df< 

endlich oder unendlich ist. Und zwar ist im ersten Falle 
das Doppelintegral diesem XJrenzwerthe gleich. Ist 



1) Erstreckt sich die Linie q a.a.O. ins Unendliche, so genügt 
es , dass jeder im Endlichen gelegene Theil derselben eine gewöhnliche 
Linie bildet. 
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f{^, y) > 0, 

SO tritt dieser Fall dann und nur dann ein, wenn sämmtliche 
Integrale /S'@(a)/*dA unter einer endlichen Constanten JTliegen/' 
,, Gehört zur Fläche fj eine endliche Zahl 5? so hat 
man die Flächen &(a) so zu wählen, dass 

lim @(ö) = g 

ist. Gehört aber zur Fläche 3 keine endliche Zahl, so muss 
natürlich lim &(a) bei lim<j= + unendlich sein. Ausser- 
dem muss, wenn ein beliebig gewählter Querschnitt, welcher 
von 5 ein endliches Gebiet 5' abschneidet, von @(ö) das 
Gebiet @'(<y) abtrennt, stets 

lim ©'(<?) = 5' 

sein." 

2) Ein Satz gleichen Wortlautes mit dem ajif S. 134. 

3) „Wechselt die Function f(x^ y) innerhalb des 
in Rede stehenden Gebietes 5 ^^^ Zeichen, so ist 
zum Vorhandensein des uneigentlichen Doppel- 
integrales der Function f{Xy y) über das Gebiet ^ 
nothwendig und hinreichend, dass die Function 
\f{x,y)\ ein Doppelintegral über ^ zulässt." 

Der Beweis des Satzes 3) ist, wie bemerkt, ganz ähnlich 
dem des Satzes in Nr. 6. Da man hierbei ganz im End- 
lichen liegende Theile des ursprünglich gegebenen Integrations- 
gebietes weglassen darf, so braucht man nur zwei Fälle zu 
betrachten und zwar: 1) das Gebiet % zerfällt in eine end- 
liche Anzahl von Theilen, wovon keiner einen Zeichen- 
wechsel von f{Xy y) aufweist; 2) lässt man von 5 ^^ 
Punkte fort, deren Abstand vom Anfangspunkte eine beliebig 
vorgegebene Zahl q überschreitet, so soll stets ein Gebiet 
übrig bleiben, das sich in eine endliche Anzahl von Theilen 
zerlegen lässt, in deren jedem f{Xy y) entgegengesetzt be- 
zeichnete Werthe nicht annimmt. Der erstere entspricht der 
Annahme a), der letztere der c) in Nr. 6. 

9. Allgemeine und besondere Beispiele. Zuerst führen 
wir zwei allgemeine Sätze vor. 

1. Satz. „Das Integrationsgebiet § sei die Gesammt- 
heit der Punkte innerhalb des von einer zur Ordinatenaxe 
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Fig. 20. 



parallelen Strecke K^K^ (welche Punkte in einen zusammen- 
fallen können) und den zwei ins Unendliche sich er- 
streckenden Curven K^ V^ und K^ ?7g, deren Punkte bezw. 
die Ordinaten 
y, = q)^{x)'^FM^, y^^(p^{x)^PM^ (x^a=OA) (1) 

haben, gebildeten Raumes (Fig. 20), dergestalt, dass jede 

zur y-Axe parallele Strecke J!fi Jlfj vollständig zum Gebiete % 

gehört. Die Functionen g?i(a?), 
9)g (x) sind für jedes x^a 
eindeutig und stetig; jedes 
endliche Stück der Curven 
K^ C/j und K^ U^ ist eine 
gewöhnliche Linie. Wenn 
dann die Function fix, y) 
mindestens in allen eigent- 
lichen Punkten von 5, aus- 
genommen die von K^K^, 
stetig ist und dabei inner- 
halb % das Zeichen nicht 
wechselt, so hat sie ein 

uneigentliches Doppelintegral über das Gebiet % oder nicht, 

je nachdem das zweimalige Integral 

dx I f{x,y)dy (2) 




I dx I 

t/ a r/fpx ix) 



vorhanden ist oder nicht. Und zwar ist im ersteren 
Falle das Doppelintegral ihm gleich. Umgekehrt: Je 
nachdem die Function fix, y) ein Doppelintegral über % 
hat oder nicht, existirt das Integral (2) oder nicht." 

Der Beweis wird ähnlich geführt, wie beim Satze auf 
S. 135; man braucht nur an Stelle von a'— | 1:| und von 
a' + oo zu setzen. Auf ähnliche Weise erhält man ent- 
sprechend dem Satze auf S. 145 den 

2. Satz. „Wenn die Function f{Xf y) sich so verhält, 
wie im vorstehenden Satze, nur dass sie innerhalb des 
unendlichen Gebietes % das Zeichen wechselt, so 
lässt sie ein uneigentliches Doppelintegral über % zu oder 
nicht, je nachdem das zweimalige Integral 
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' dx I \f{x,y)\dy 

einen Sinn hat oder nicht. Im ersten Falle convergirt 
absolut das Integral (2) und es gilt auch hier die Formel 

/ / f{x,y)dxdy^ dx f{x,y)dy!^ (3) 

Man kann diese Sätze leicht dahin verallgemeinem, dass sich 
auf jedem endlichen Stücke der Curve K^ ü^ , sowie auf jedem solchen 
der Curve K^ ü^ eine endliche Anzahl von Punkten befindet, in deren 
jedes Umgebung f(x^ y) nicht endlich ist — und auch noch weiter 
(vgl. S. 136). 

Als besonderen Fall der obigen beiden Sätze heben wir 
den hervor, dass das Gebiet % der zur x-kxe parallele, un- 
endHche Streifen X'ÄB'X*' (Fig. 2 auf S. 18) ist. Dann 
haben wir (pi(x) = h (p2{x) '^ V zu setzen. — Ob auch die 
Gleichung 

// f(x,y)dxdy=^ I dy f f{x,y)dx 

J JirAB'r') Jh Ja 

besteht, lässt sich entweder dadurch, dass man in den 
obigen Sätzen x und y unter einander vertauscht, oder durch 
die Sätze in XVI. 4 und XVIII. 15 ermitteln. 

Nun mögen einige Beispiele folgen, theils besondere 
Fälle der vorstehenden Sätze, theils auf Gebiete sich be- 
ziehend, welche in den Richtungen beider Coordinatenaxen 
ins Unendliche ausgedehnt sind. 

1) „Die auf S. 136 betrachtete Function 1 : {x\ay)t^ hat über den 
unbegrenzten rechten Winkel XPYi (Fig. 16 auf S. 137) ein Doppel- 
integral oder nicht, je nachdem fx grösser als 2 ist oder nicht." Um 
dies einzusehen, lassen wir in den Formeln für das Doppelintegral 
dieser Function über das Rechteck VA CM 



JJiP' 



dxdy 1 



\PAGM) {x-\-ayy {fi — l)(|[t — 2) a 

( l i ^ + ^-1 

l[a(l + a)]«~2 (|^^öt>4-2 ai"-2^|i«~2j 
giltig im Falle, dass ^ von 1 und 2 verschieden ist, 



154 XVIII. Abschnitt Nr. 9. 



1 r dxdy ^\ { 

J J{PACM){x-\-ayY~a \ 



Z(| + aa)-2(14-a)-Zg 



^ 1 



J J{PACM)X + ay al^'^^'^ ^a ^ ^ a^ ^ ^ a ] 

(welche mittelst der Formeln (b) (c) a. a. 0. leicht abzuleiten sind), 
a=^OA ins Unendliche wachsen, während J festbleibt. Dann liefert 
nur die erste und zwar nur im Falle, dass fA>'2 ist, einen endlichen 
Grenzwerth. Unter dieser Voraussetzung gilt mithin die Formel 



jJ(.Y, 



dxdy 



\7^PX)(x-\-ayy (^— l)(fA — 2)a|/* — 2 

2) Die nämliche Function hat über den unbegrenzten Winkel 
YQÜ (Fig. 16) kein Doppelintegral. Dies können wir aus den 
Formeln (e) — (g) a. a. 0. entnehmen, indem wir rj als fest ansehen 
und a ins Unendliche wachsen lassen. Dann hat in keiner die rechte 
Seite einen endlichen Grenzwerth. 

3) Die öfters erwähnte Function 



{y^+xy 

lässt über den zur ai-Axe parallelen Streifen X,^PX(Fig. 16), inner- 
halb dessen sie negativ ist, sowie über den zur y-Axe parallelen 
Streifen YSNY^ ein Doppelintegral zu. In der That haben wir 
zufolge der Formeln (b) auf S. 146 und des 2. Satzes auf S. 89 z. B. 



somit 



f£ 



^ dxdy = a,rQtB.Ti z=J(a)^ 



iPATN){y^ + ocy ^ a 



JJ(^^ 



y ^ dxdy== lim J(a) = — -r 



f(X^NPX) {y^+xy a= + ao 

Die nämliche Function hat aber kein Doppelintegral über den 
unbegrenzten rechten Winkel X^ CY^ (Fig. 19 auf S. 146). Dies ergiebt 
sich schon aus der Formel (c) auf S. 146 für ihr eigentliches Doppelintegral 
über das Gebiet CBMS. Lässt man den Punkt M auf dem Halb- 
strahle r, dessen Anomalie XOM=@ ist, ins Unendliche rücken, 
setzt also rj = | tan @ und nimmt lim | = -|- oo , so erhält man 

d. i. einen Grenzwerth, der vom Winkel abhängt. Dass es kein 
Doppelintegral über den Winkelraum X^ C Yj für unsere Function 
giebt, erklärt sich auch daraus, dass sie, wie leicht nachzuweisen ist, 
weder über den Winkelraum Xj C F, innerhalb dessen sie durchaus 
negativ ist, noch über den Winkelraum VCY^^ innerhalb dessen sie 
durchaus positiv ist, ein Doppelintegral zulässt. 
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4) Die Gleichung (m) auf S. 139 gilt auch im Falle, dass eines 
oder beide Intervalle (a, a'), (5, b') unendlich sind, wofern nur die 
Integrale (1) a. a. 0. existiren und als Gebiet für das Doppelintegral 
von f{x)g{y) genommen wird die Gesammtheit -p^ 21 * 

der Punkte in der Coordinatenebene, deren 
Abscissen dem Intervalle (a, a') und deren 
Ordinaten dem Intervalle (&, &') angehören. 
Der Beweis wird ganz so wie dort geführt, nur 
dass man in (n) entsprechend dem Werthe 
+ 00 ± 1 : I bezw. + 1 : t? als Grenze im be- 
treffenden Integrale rechts setzt. So finden wir 
z. B. für die Fimction e— «*— y*, wenn wir zu- 
nächst ihr Doppelintegral über das Quadrat OPMQ mit der Seite 
OP^X (Fig. 21) berechnen, nach dem 2. Satze auf S. 91 

[* /* f*x nx i nx \ « 

I I e—^—y*dxdy=^l e-^^dx- 1 e—y^dy — \ 1 e—^ix\ ■ 

JJ(OPMQ) JO Jo IJo J 

J(*X 
I e — ** dx nach 


S. 418 d. I. T. einen endlichen Grenzwerth X; also erhalten vdr 




f£ 



e—^—y^dxdy^XK 

XYOX) 

Das Integrationsgebiet ist der von den positiven Coordinatenaxen ge- 
bildete rechte Winkel XOY. 

Mit Hilfe dieses uneigentlichen Doppelintegrals lässt sich X 
wiederum berechnen.^) Ziehen wir von aus einen Kreis mit dem 
Badius OP = X, so haben wir auch 



,*=lim / I e—!'^^y^dxdy. 

X = -i-ccJ JiOPKQ) 



Das Gebiet für das letzte, eigentliche Integral ist der erste Quadrant 
des genannten Kreises. Führen vdr darin anstatt x, y die Polar- 
coordinaten r, 6 ein, so erhalten wir nach der Formel (8) auf S. 113 
die Gleichung . ^ 



1 i e—»^—&^dxdy=j de j e- 

J JiOPKQ) Jo Jo 



^rdr= — 



2 2 

Somit ist 

X*=-, also i= He-^dx^^y^ (vgl. S. 6). 
4 Jo 2 

Auch die Gleichung (d) im Satze 3) auf S. 147 gilt im Falle, dass 
. eines oder beide Intervalle (a, a'), (6, h') unendlich sind, wofern nur 

f f(x)dx, I g{x)dx absolut convergiren. 

a Jb 

1) Poisson, Traitä de m^canique 2. ^d. 1833 § 512. 
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5) „Die Function 

f{x^ y)^e —«y cos x sin xy:x (a > 0) (4) 

lässt kein Doppelintegral über den unbegrenzten, von den positiven 
Coordinatenaxen gebildeten rechten Winkel XOY zu." Wir haben 
also zu zeigen, dass der absolute Betrag von f{x^ y) 

I A^i y) I = e— ay I cos X ^m xy \\ X (a > 0) (5) 

kein Doppelintegral über XOY liefert. Kürzer als der direkte Be- 
weis dieses Satzes gestaltet sich der nachstehende indirekte. Wäre 
das Doppelintegral der Function (6) über XÖY vorhanden, so müsste 
auch das von der in keinem Punkte x^ y grösseren Function 

c— «y cos X* sin xy^ : x (6) 

vorhanden sein (S. 158). Es lässt aber diese Function, wie wir so- 
gleich sehen werden, kein Doppelintegral über den Winkel XOY zu, 
folglich auch nicht die Function (5). 

Die Function (6) liefert nicht einmal ein uneigentliches Doppel- 
integfal über den unbegrenzten rechten Winkel XPY^ (Fig. 16 auf 
S. 137). Um dies nachzuweisen, berechnen wir das eigentliche Doppel- 
integral derselben über das Rechteck PAGM^ wobei wir uns hier 
OP = c (> 0) und OA = OB = X denken und dieses Doppelintegral • 
selbst mit e7'(X) bezeichnen. Bemerken wir, dass 

« • «1 •,. ^ . l-|-cos2aj 1 , 

cos x^ sin xy^ = - cos x*{l — cos 2 xy) = — = cos x^ cos 2xy 

ist, so finden wir 

1 r^l + cos2x , r^ ^ 1 Z'^cosrc« C^ ^ , ,.> 

J(X) = - I —^ dX'l e-aydy-- I dx 1 e-ayc^8 2xydy.{i, 



Nun ist 

*x 

e—oydy — {l — e—f^^):a 

'0 



X 



und zufolge der Formel (7 a) auf S. 267 d.I.T. 

JC^ , e— a-2:(2a; sin 2a;X — a cos 2a;X) , a 
]^ e-'v cos ^xydy = -^-^^^^ + ^jq:^,- 

Demnach erhalten wir nach (7), indem wir noch einmal 

cos rc* = (1 -f cos 2 £c) : 2 
setzen, 

'~ dx 



^,^ 1-e-aX /x\ , 1-e-«-^ /'-^cos2a; , a f*^ dx 

a r^ Go^^xdx e— «-3: /^-^r^og aj* 2a; sin 2rcX — a cos 2a;X , 
"" I Je ic(a*-f 4 a;») 2~~ Je ~S ä« +TS* 

Nehmen wir hier den Grenzübergang lim X = -}-oo vor, so hat das 
erste Glied den Grenzwerth +oo, alle vier übrigen aber je einen 
endlichen Grenzwerth, es ist somit 



(«) 
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Hm J(X) = + oo, 

d.h. die Function (6) liefert kein uneigentliches Doppelintegral über 
den Winkel XPY^. — Dass das zweite und vierte Glied auf der 
rechten Seite von (8) bei lim X = -f cx) je einen endlichen Grenzwerth 
besitzen, folgt aus X. 12, hinsichtlich des dritten ergiebt sich dies 
aus dem Satze 2) auf S. 405 d. I. T. und bezüglich des letzten brauchen 
wir nur zu bemerken, dass 

I 2Ä;sin ^xX — acos 2xX\ ^}/a*+ 4^*i 
somit die Function unter dem 1 dem Betrage nach kleiner ist als 



l:xya*+4:x\ 
Nun existirt nach dem zuletzt angeführten Satze 

dx 



£ 



'o xya*-\-^x^ 
also nach dem 6. Satze auf S. 395 d. I. T. auch das Integral 

'*cosa;* I 2a;sin2a;X — acos 2a;X 



X 



Q X a^-\-4:X^ 



Weitere Beispiele s. S. 182 und 184, 1). 

10. Allgemeine Sätze über die uneigentlichen 
Doppelintegrale. 

Aucli für diese gelten die in XVII. 7 aufgezählten Sätze, 
vorausgesetzt nur, dass die darin ^vorkommenden Doppel- 
integrale existiren. Dieser Umstand rechtfertigt erst die Be- 
zeichnung „uneigentliche" Doppelintegrale für die in Nr. 1 — 9 
betrachteten Grenzwerthe von eigentlichen Doppelintegralen. 
Es bezeichne nunmehr ^ ein beliebiges Gebiet, entweder 
völlig im Endlichen gelegen oder sich ins Unendliche er- 
streckend, von dessen Begrenzung jeder endliche Theil eine 
einfache gewöhnliche Linie bildet und worin die im Folgen- 
den auftretenden Functionen sich so verhalten, wie es am 
Anfange von Nr. 1 bezw. 8 angegeben ist. 

1) Existirt das uneigentliche Doppelintegral S^fdK^ so 
auch ^{^^)fdK und es ist 

S{-mf{^y y) dA = - S^f{x, y) dA. (1) 

2) Unter der nämlichen Voraussetzung existirt auch das 
Doppelintegral S^Cfdk^ wo C eine Constante bezeichnet, 

und es ist g^ cf(x, y) dA = CS^ f{x, y) dk. (2) 

Und umgekehrt. 
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3) Existiren die Doppelintegrale Sg/icZA und Sg^rfA, 
so auch S^ (fi + fi)dfi^ und es ist 

S^ [A {x, y) + U (^, yy^äk^ S^f, {x, y) d A + S^f, (x, y)dlK. (3) 

4) Bleibt ungeändert^ wofern nur das uneigentliche 
Doppelintegral S^fdk vorhanden ist. 

Diese Sätze werden in der Art bewiesen^ dass man ein 
System von Flächen @(ö) betrachtet^ welche bei lim <y = + 
in das gegebene Gebiet 5 übergehen (S. 127, 150). Da 
zum Gebiete @{ö) ein eigentliches Doppelintegral der Func- 
tionen f(x, y)j fi{xy y), f^{x^ y) gehören soll, so kann man 
dafür die Sätze 1) — 4) in XVII. 7 anschreiben. Lässt man 
alsdann a zum Grenzwerthe + convergiren, so erhält man 
die soeben aufgeführten Sätze. 

5) Das bereits auf S. 130 und 150 angeführte Corollar. 
- Der Satz 6) bleibt ungeändert. Denn da 

S(»{a)fdP<>0 und lim 8(»(p)fdk^ S^fdk 

ist, so hat man auch 

Sfifdk>0 (4) 

u. s. w. 

Aus dem 6. Satze folgt dann sofort der 7. Satz a. a. 0.^ 
wobei vorauszusetzen ist, dass die Functionen f(x, y), g(x, y) 
je ein uneigentliches Doppelintegral über das positive Ge- 
biet 5 zulassen. — Ist durchweg in 5 

/■(^,y)^^(^,y)^o, (5) 

so folgt aus der Existenz des Doppelintegrals S^fdk 
von selbst die des zweiten S^gdk, wie sich unmittelbar 
aus dem Satze auf S. 132 ergiebt. Der Satz lässt, wie sich 
auf ähnlichem Wege oder durch einen indirecten Beweis er- 
giebt, die folgende Umkehrung zu: „Wenn bei Bestehen der 
Beziehung (5) für alle Punkte x, y innerhalb fj das Doppel- 
integral Sf^gdk nicht vorhanden ist, so ist auch S^fdk 
nicht vorhanden." 

8) „Hat die Function f(Xy y) im Gebiete § ein un- 
eigentliches Doppelintegral, so ist neben 5 > 

\S^fdk\£S^\f\dk. (6) 

Der übrige Theil und der Beweis des Satzes bleiben 
unverändert. Ebenso der Satz 9), wenn angenommen wird, 
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dass f{x, y) ein Doppelintegral über % zulässt (vgl. S. 143). 
Der Satz 10) gilt hier nur, wenn das Gebiet 5 ^^ unend- 
liches mit einer endlichen Zahl (S. 148) ist und die Function 
f{xy y) darin endlich bleibt. 

11) An Stelle des Satzes 11) a. a. 0., der jetzt nicht 
mehr allgemein gilt^), tritt der folgende: 

a) „Wenn die Function f(x, y) im Gebiete % endlich 
ist und über jedes endliche Gebiet @, das einen Theil des 
Gebietes § bildet, ein eigentliches Doppelintegral besitzt, die 
Function q)(x^ y) aber ein uneigentliches Doppelintegral über 
5 zulässt, so hat auch die Function f(Xy y)'(p{Xy y) eines." 

ß) „Liegt aber \f{Xy y)\ für jeden Punkt von g über 
einer und derselben positiven Zahl und g?(rr, y) lässt 
kein uneigentliches Doppelintegral über 5 zu, so auch 

fi^y y)'^{^y y) nicht." 

Beweis. Nach den Voraussetzungen in «) giebt es eine 
solche positive Zahl C, dass für jeden Punkt innerhalb % 
I /(^; y) I < ^ ^^*- Demnach ist dafür 

\f{x, y)(p(x,y)\<C\<p{x,y)\. 

Nun soll Ss\(p\d^y also auch S^C\^\dk vorhanden sein; 
mithin existirt nach dem bei Gelegenheit des 7. Satzes Be- 
merkten auch S^\fq)\ d A. — Auf ähnliche Art ergiebt sich 
der Satz ß), 

12) „Existiren die uneigentlichen Doppelintegrale 

S(& (f (a?, y) dK S^ f(xy y) g> (a?, y) d A 

und wechselt q)(x, y) innerhalb des Gebietes % sein 
Zeichen nicht, so liegt das zweite nicht ausserhalb des 
von den Zahlen 

JcS^q){Xy y)dlK und gS^q){x, y,dlK (7) 

gebildeten Intervalles, wo g die obere, h die untere Grenze 
der Werthe von f{x, y) im Gebiete g bezeichnet. Ist eine 
von diesen Grenzen unendlich, so ist die entsprechende der 
Zahlen (7) durch co mit dem Zeichen von ±8^(pd^ zu 

1) Z.B. Nach S. 136 hat die Function l:(x + ayf Ctt>0) ein 
Doppelintegral über das Quadrat OAGB nur, falls fK^^S ist; ihr 
Quadrat 1 : (a? + ay)^^ also nur, falls 2/[t<2 d. i. fi<]l ist. 
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ersetzen, worin das obere oder untere Zeichen steht, je 
nachdem ^f = + oo oder Je = — oo ist." — Der Satz wird 
wie der entsprechende auf S. 80 bewiesen. . 

„Ist f(x, y) wenigstens für alle Punkte innerhalb fj 
stetig, so gilt auch hier der Mittelwerthsatz, d. i. die 
Formel (22) a. a. 0." — Sind die Zahlen it, g beide endlich 
und werden sie von f(xy y) je in einem Punkte innerhalb % 
oder in einem solchen der Begrenzung von 5? ^^ f{Xy y) 
stetig ist, erreicht, so ergiebt sich der Satz so wie a. a. O. 
Giebt es aber blos auf der Begrenzung von fj einen Punkt, 
in dessen Umgebung die obere (untere) Grenze von f{Xy i/) 
g (Tc)y die jetzt auch + oo (— oo) sein kann, ist, oder tritt 
beides zugleich ein, so verfahre man, um den Mittelwerthsatz 
zu beweisen, ähnlich wie im I. T. S. 374 und 397. 
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in zweimalige Integrale.^) 

Uneigentliolie Doppelintegrale über ein endliches Gebiet. 

11. Wir können uns auf die Annahme beschränken, dass 
das Integrationsgebiet 5 ii^r einen Band r hat, welcher von 
jeder Parallelen zur Ordinatenaxe höchstens in zwei, von 
jeder Parallelen zur Abscissenaxe höchstens in einer be- 
stimmten Anzahl von Punkten geschnitten wird. ^ sei 
also die in Fig. 10 auf S. 82 dargestellte Fläche. Die 



1) Dirichlet bemerkte 1839 (vgl. W. I. S. 896), dass, wenn das 
Doppelintegral S^ | f{x^ y)\dK einen endlichen Werth besitzt, das 
Integral S^f{x^ y)dk stets einen bestimmten endlichen Werth hat, 
welcher von der Ordnung, in welcher die Integrationen 
ausgeführt werden, unabhängig ist. Erst de la Vall^e- 
Poussin ist es gelungen, diese Behauptung im Falle, dass f{x^ y) im 
Gebiete fj sein Zeichen nicht wechselt, in dem Sinne zu beweisen, 
dass, wenn eines von den zu Sc^f(x, y)dk gehörigen zweimaligen 
Integralen einen bestimmten Werth hat, dieser dem des Doppelintegrals 
gleich ist (vgl. u. S. 174). Zu diesem Ende ist es unerlässlich, von dem 
allgemeinen Begriffe des absolut convergenten einfachen bestimmten 
Integrals (vgl. Nachtrag III) Gebrauch zu machen. 
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äussersten Werthe der Abscissen ihrer Punkte seien wie dort 
mit a = Oä und a'= OA' und die Ordinaten der zur Abscisse 
X = OP gehörigen Punkte von r mit 

Vi = 9^1 (^) = P¥i und y, = ^^(x) == PM^ 

bezeichnet. Für jeden Punkt von 5 sei eine Function /*(a;, y) 
eindeutig erklärt^ welche im Gebiete ^ nicht endlich, jedoch 
mindestens bei jedem Punkte innerhalb 3 stetig ist. 

In dem besonderen Falle, dass die Function f(Xf y) nur 
in der Umgebung der Punkte der Strecken K^K^y L^L^ und 
ausserdem höchstens in der Umgebung der Punkte eines 
Systems 1. Gattung auf K^M^L^ und der eines solchen auf 
K^M^L^ nicht endlich ist, haben wir die in Rede stehende 
Umformung des Doppelintegrals bereits vornehmen können 
(vgl. S. 135 und 145). Der dort eingeschlagene Weg würde 
indess nicht zur Erledigung des Falles fahren, dass f{Xy y) 
in der Umgebung keines einzigen Punktes der Curve J^iJ/ji^ 
oder K^M^L^ endlich ist. 

Es giebt über die Umformung des uneigentlichen Doppel- 
integrals 






f(x, y)dxdy 

in ein zweimaliges Integral zwei Sätze, von denen der eine 
eine gewisse Verallgemeinerung der gleichmässigen Convergenz 
des Integrals 

f{^yy)äy (1) 



/ 



im Intervalle (a, a') von Xy der andere die im Allgemeinen 
gleichmässige (s. u.) Convergenz des Integrals 



/ 



'] f{^, y) I dy (2) 



für den nämlichen Bereich von x als bestehend voraussetzt. 
Der erste Satz ist leichter zu erlangen als der zweite, welcher 
von de la Vallee-Poussin herrührt; der zweite (s. S. 174 
7. Satz) bietet aber ein weit allgemeineres Ergebniss und 
verdient daher den Vorzug vor dem ersten. 

Stolz, Differential- u. Integralrechnung. lU. H 



162 XVni. Abschnitt Nr. 11. 12. 

Der erste Satz') lautet folgendermassen: 

„Nehmen wir an: 1) Die Function f{x, y) sei mindestens 

in jedem Punkte innerhalb des Gebietes % (Fig. 10 auf S. 82) 

stetig in Bezug auf x und y und lasse ein imeigentliches 

Doppelintegral über dieses Gebiet zu." 

„2) Jeder gegebenen Zahl « > soll eine andere d > 

so entsprechen, dass, wenn die positive Zahl ri kleiner als S 

ist, alsdann stets sowohl 



f 



als auch 



/ 



f(^,y)äy 

Vi—n 



<bX,{x), (2a) 



<bX,{x) (2b) 



ist, was auch x für ein Werth zwischen a und a! sein mag. 
Dabei bedeuten X^(x) X^{x) eindeutige positive Functionen 
von X, welche in jedem Intervalle (c, c') {a<c<c^ < a') 
endlich und von rr = a bis a? = a' eigentlich oder uneigentlich 
integrirbar sind." 

„Alsdann existirt nicht allein das Integral (1) für jedes 
X zwischen a und a\ sondern auch das zweimalige Integral 

fQc,y)dy. (3) 



' dxl 



Und es ist das letztere gleich dem Doppelintegrale 






fix, y) dx dy (= jy (4) 

(S) 

Wir können es dabei bewenden lassen, diesen Satz an- 
zuführen. 

Bevor wir zur Ableitung des zweiten übergehen, haben 
wir den BegrifiF der für das Intervall ((f, a') von x im 
Allgemeinen gleichmässigen Convergenz des Inte- 
grals (2)^) zu erklären. 

1) Vgl. C.Jordan, C. d. Analyse 2. ^d. II Nr. 86 — 89. Dort steht 
jedoch in den Formeln (2 a) und (2 b) anstatt f{x^ y) \f{Xy y)\^ was 
nicht nöthig ist. 

2) Dieser Begriff wurde eingeführt von U. Dini, Grundlagen § 91 
A. Harnack, Math. Ann. XIX. S. 257. 
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„Lässt sich jedem « > ein tf > so zuordnen, dass, 
wenn nur die positive Zahl r] kleiner als d ist, alsdann 
sowohl 

f{x,y)\dy<€, 
als auch 

\f(x,y)\dy<€ 

ist für alle x in jedem Theile der Strecke (a, a'), 
welcher keinen Punkt eines discreten (vgl. Nachtrag I) 
Punktsystems SJl« (das mit der Zahl s sich ändern kann) 
enthält, so heisst das Integral 



«/yi 

/' 

t/ya- 



/ 

t/yi 



Vi 



im Allgemeinen gleichmässig convergent für das 
endliche Intervall (a, a') von x. 

12. 1. HilfBsatz.^) „Es sei die Function f{Xy y) im end- 
lichen Gebiet % nicht endlich, dabei aber bei jedem Punkte 
innerhalb des Gebietes % (Fig. 10) stetig in Bezug auf x 
und j/." 

„Femer gebe es zwei positive Zahlen a und d derart, 
dass, wenn nur die positive Zahl ri kleiner als ö und dabei 

Vi'^ V ^Viy Vi"^ V^Vi is^? ^®^ jedem x zwischen a und a' 
sowohl 

f{^> y)\dy< ccy 

«/yi 
als auch 

ya— n 
ist. — Alsdann existirt das Doppelintegral 



«/yi 
*/ya- 



(5) 



ff 



f{x^ y) dx dy 

und es liegen, wenn J sein Werth ist, das obere und 
untere Integral von 



1) Er entspricht dem Lemma von de la Vall^e-Poussin a. d. 
a. S. 124 a. 0. Nr. 31. 

11* 
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f{x, y) dy (6) 

Vi 

als Functionen von Xy über das Intervall (a, a') er- 
streckt^ zwischen den Grenzen 

J— 2a(a* ■— a) und J+ 2a(a^ — a), 

diese Grenzen eingeschlossen/^ 

Beweis. Wir bemerken zunächst^ dass das Integral 

" f(^, y) I dy (7) 

eine im Intervalle (a, a') von x endliche Function ist. Con- 
struiren wir nämlich die beiden Curven 






{a^x^a!), (7*) 






y = 9i(^) + i? = yi + i?, 

worin 17 eine feste Zahl kleiner als ä bedeutet^ so schliessen 
sie ein Gebiet 5' ^^^y ^^ welchem '/*(a;, j/)| allenthalben 
stetig ist. Daher ist (vgl. S. 443 d. I. T.) 

\f{^,y)\äy 

vx+n 

eine im Intervalle (a, a') von x stetige Function, somit 
unter einer gewissen Zahl H gelegen. Das Integral (7) ist 
also nach (5) stets kleiner als H + 2a = G. — Aus der 
Endlichkeit des Integrals (7) im Intervalle (a, a') von x 
folgt unmittelbar die des Integrals (6) im nämlichen Be- 
reiche von X. 

Hieraus ergiebt sich nach den Sätzen auf S. 132 und 141 
sofort, dass die Function f(x, y) im Gebiete % ein Doppelintegral 
zulässt. Denn wir finden nach dem 2. Satze auf S. 89, wenn 
nur < iy < tf ist. 



J^'==/ / Y(^; y)\dxdy 



-/ dx\ 



\f{x,y)\dy<G{a''-a). 

n 



(8) 



Sollten die Punkte K^ und K^ oder L^ und L^ zu- 
sammenfallen, so müsste hier a durch eine grössere Zahl c. 
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oder a} durch eine kleinere c' ersetzt werden^ was auf das 
Endergebniss keinen Einfluss hat. c und c' sind die Ab- 
scissen der Punkte, worin sich in diesem Falle die Curven (7*) 
schneiden. 

Setzen wir 

' f{x,y)dy= fdy+ fdy + fdy, 

so ergiebt sich, dass^) 

►(l)a' 



' dx I f(oo,y)dy^l dx f fdy 



+ 



und 



' I dx I fdy + l dx I fdy 



(9) 



ya— »/ 



' dx I f(x,y)dy^l dx 1 fdy 



+ 



da: / /"dy + / dar / /"d«/ 



(10) 



ist. Nach (5) ist 



ebenso ist 



also hat man 



' fäy^ \f\dy<cc, 

Vx JVx 

Jr*yi 
' fdy<a', 
ya— 1] 

' rfa? / fdy <a(a^— a)y 

a Jyx 

J/»(l)a' /*ya 

' dx l fdy<ia{a^—a). 
« «/ya — n 

Demnach erhält man aus (9) mit Bücksieht auf (8) die 
Ungleichung 

' drr/ f{x,y)dy<J'-\-2a{a''-a). (11) 



1) Vgl. Nachtrag II. 3. 
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Auf ähnliche Art folgt aus (10) die Ungleichung 

f dxl f(x,y)dy>J'-2a(a'-a). (12) 

a t/sfi 

Nun hat J' bei lim ly = + den Grenzwerth eT", so dass 
zu jedem £>0 ein d'>0 so gehört, dass, wenn nur 
< iy < d' ist, alsdann 

ist. Also hat man nach (11) 

' d^/ /"(a:, 2/)e?y < e7'H-2a(a'--a) + f; 
bei der Willkürlichkeit von s ist mithin 

' da;/ f(x,y)dy£J+2a{a^'-a), (13) 

Aus (12) ergiebt sich auf ähnliche Weise die Beziehung 

f da;/ f{x,y)dy'^J-2a(a:-a). (14) 

Die Beziehungen (13) imd (14) führen nun unmittelbar 
zu unserem Satze, weil jedes untere Integral seiner Er- 
klärung nach nicht grösser sein kann, als das obere der 
nämlichen Function. 

Die Formeln (13) und (14) sind auch im Falle, dass 
die Punkte K^ und K^ oder L^ und L^ sich decken, richtig. 
Zur Ableitung derselben setzt man jetzt zunächst 

' dx fdy^l / +/ +/ \dx fdy. 

Das erste Integral rechts ist kleiner als 2a(c — a), das 
dritte kleiner als 2a(a'^— c'). Wendet man alsdann auf das 
zweite Integral die Ungleichung (11) an, wobei an Stelle 
von a, a' bezw. c, c' treten, und addirt die soeben erhaltenen 
Ungleichungen, so gelangt man wieder zur Formel (11); u.s. w. 

2. Corollar. „Der vorstehende Satz ist von selbst er- 
füllt, wenn das Integral 
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/ 



\f{^jy)\^y 

Vi 



eine im Intervalle von a; = a bis a; = a' endliche Function 
von X bildet." Denn nunmehr giebt es eine Constante 
a > derart, dass schon der Werth des soeben erwähnten 
Integrales selbst für jedes x im Intervalle (a, a') kleiner 
als a ist. Man darf somit als Zahl S den Unterschied der 
äussersten Werthe unter den Ordinaten der Punkte von ^ 
d i. 6' — 6 nehmen. 

3, Corollar. „Darf in den Ungleichungen (5) a jede 
positive Zahl sein, so ist das Integral (6) nach x im Inter- 
valle {oby a') integrirbar und zwar ist 

/ dx I f(x,y)dy^J/' 

Denn es liegt sowohl das untere, als auch das obere 
Integral der Function (6) von x =^ a bis x ^ a' zwischen 
den Grenzen 

J— 2a(a'— a) und J+2a(a'— a). 

Da somit nunmehr der Unterschied des einen, wie des 
andern, von J dem Betrage nach kleiner ist als 2a(a' — a), 
d. i. als jede beliebige Zahl, so sind sie beide gleich J. 

13. 4, Satz.^) „Wenn das Integral 



/ 

*/yi 



"' f(^, y) I dy (16) 

Vi 



im Allgemeinen gleichmässig im Intervalle (a, a') von x 
convergirt und darin eine endliche Function von x 
bildet, so existirt sowohl das Doppelintegral 






fdxdy^ 



als auch das zweimalige Integral 



1) De la Vallöe-Poussin a a. 0. Nr. 32. 
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I dx I 



'Vc^. y) dy (16) 



und zwar besteht die Gleichung 

fffiP^^ y) d^dy «jT dxjfix, y) dy}' (17) 

Beweis, b sei eine gegebene positive Zahl. Ueber die 
Punkte der Menge SJl, in der Strecke von x^ a bis x ^ a' 
werde eine Schaar von positiven Strecken d^ . . . d« in der 
Weise ausgebreitet^ dass nach Entfernung derselben aus der 
Strecke a' — a nur Strecken übrig bleiben, welche keinen 
Punkt von SR, weder im Innern, noch an den Grenzen ent- 
halten. Die letzteren Strecken seien der Reihe nach mit 
«1, f 2 • • • **» ^^^ ^^®. Abscissen ihrer dem Punkte x ^ a 
näheren Endpunkte mit h^y h^ - * -hk^ bezeichnet. Durch die 
Endpunkte aller Strecken dr ziehen wir die Parallelen zur 
y-Axe, wodurch aus der Flache g Ä«(^w + 1) Parallelstreifen 
%r herausgeschnitten werden. In jedem von ihnen erfüllt die 
Function f(Xy y) die Bedingungen der obigen Sätze 1) 
und 3). Wir haben daher für das obere Integral 

^(%r)f(^y y)d^ — 2iBr<, I dx I fdy ^ S(^^)f(x, y)dk 4- 2aar 

(r==l, 2...Ä;,), 
somit für die Summe dieser oberen Integrale, da 

ist, 






(18) 



1 

Die Summe (S der Theile d^ . . . d„ von a' — a, welche alle 
Punkte der Menge SR, enthalten, kann zufolge des Um- 
Standes, dass diese Menge discret ist, kleiner als jede be- 
liebige Zahl werden. Lassen wir nun die Summe ö zur 
Null convergiren, so hat das mittlere Glied in (18) zum 
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Grenzwerthe das obere Integral der im Intervalle (a, a') 



' dx I f{x, y) dy}) 



Aus der Endlichkeit der Function (15) im Intervalle 
(a, a') von x ergiebt sich zufolge des CoroUars 2) un- 
mittelbar die Existenz des Doppelintegrals 



-/X,«^' ") 



dxdy. 



Die Summe der Streifen 5i, ^2 • • • S*» ^** bei lim <; — + 
den Grenzwerth 3f; es besteht daher nach Nr. 3 die Formel 

lim 2rS^^,)f(x, y)dk^J. (18*) 

a»0 1 

Nach allem diesen erlangen wir aus (18) durch den Gh-enz- 
äbergang lim 6^ + die Formel 

J-2e(a'-a)£ / dx f{x,y)dy<,J-\-2s{a' - a), 

•Ja t/y 

Hieraus folgt; da s jede noch so kleine Zahl sein darf^ die 
Gleichung 

' dx I f(x,y)dy = J. 
Auf ganz ähnliche Weise gelangt man zur Formel 

' rfaj / f{x,y)dy=J, 

Vi e/yi 

Somit sind das obere und untere Integral der Function 



/ 

c/yi 



f(^7 y) dy 

Vi 



übet das Intervall (a, a') einander gleich, sie ist also darüber 
integrirbar, so dass an Stelle der beiden letzten Formeln die 
Gleichung (17) tritt. 

1) Vgl. Nachtrag II. 4. 
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6. Sata.^) Wenn das Doppelintegral 

ffn^,y)dxdy (19) 

existirt und das Integral 



/ 

t/ Vi 



'^f\{x,y)\dy (20) 

Vi 

im Allgemeinen gleichmässig convergirt im Inter- 
valle (a, a') von Xy dann convergirt das Integral 
(nach x) , 

dx f{x,y)dy (21) 

absolut und es bestellt ebenfalls die Gleichung (17) 
auf S. 168. 

Beweis. Wir setzen eine Zahl € > nach Belieben fest 
und benutzen die nämliche Theilung ' des IntervaUes (a, a') 
und des Gebietes $ wie beim 4. Satze. Dann können wir 
auf die Function f{xy y) im Streifen 5r den 4. Satz anwenden. 
Das ist leicht einzusehen; insbesondere wird die Endlichkeit 
der Function 

I fix,y)dx (22) 

im Intervalle (6^, br + «r) auf die nämliche Art bewiesen, 
wie es bei einer ähnlichen Gelegenheit auf S. 164 gemacht 
ist. Auch lässt f{Xj y) ein Doppelintegral über den 
Streifen ^Jr zu, da er ein Theil des Gebietes fj ist. Dem- 
nach gilt die Formel 

' d^ I f(x, y) dy. 

Setzen wir hierin nach einander r = 1, . . . ä;^ und addiren die so 
erhaltenen Gleichungen, so gelangen wir zur Formel 

S''Sf(8^)/"(«, y)^A =2jr \xjjy{x,y)dy. (23) 

Das soeben Bemerkte gilt auch hinsichtlich des Integrals (20), 
so dass neben die letzte Formel die folgende 



1) De la Valläe-Poussin a.a.O. Nr. 33. 
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2^^^r)\fi^' y)i^A=2 r^'^'^dx f^lfix, y)\dy (24) 

tritt. 

Lassen wir die Summe <y = dj + h^n gegen Null 

convergiren, so hat der Streifen 5i + * * * + 5*« ^i® 
Fläche 5 zum Grenzwerthe. Da zufolge der Voraussetzungen 
das Doppelintegral 






f(x, y)\dxdy^l 

(5) 

ebenfalls existirt, so hat die linke Seite von (24) bei 

lim (J = + 

dasselbe zum Grenzwerthe. I ist somit auch der Grenzwerth 
der rechten Seite von (24), d.h. es existirt das liitegral 






Demnach convergirt das Integral (21) absolut.^) 
Vollziehen wir den nämlichen Grenzübergang 

lim <y = + 

an der Gleichung (23), so gelangen wir aus ähnlichen 
Gründen zur Formel 

/ / f{^jy)dpodtj^ I dx I f(x,y}dy. 

14. 6. Satz.^) „Es wechsle f(x, y) im Gebiete ^ 
sein Zeichen nicht und zwar sei es daselbst z.B. nirgends 
negativ." 

„Wenn dann das Integral 

' r'f{x,y)dy{=^{x)) (25) 

•/yi 

» > 

nicht im Allgemeinen gleichmässig im Intervalle (a, a') 
von x convergirt, so lässt es darüber kein Integral nach 



X zu." 



1) Vgl. Nachtrag IH. 

2) Nach de la Valläe-Poussin a. a. 0. Nr. 61. 
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Beweis. Wenn das Integral (25) im Intervalle (a, a') 
nicht im Allgemeinen gleichmässig convergirt^ so muss zu 
jedem b> eine Zahl d > so gehören, dass blos für die 
Punkte eines jeden Theiles der Strecke (a, a'), welcher keinen 
Punkt eines nicht-discreten Punktsystems SR, enthält, 



' fiP^y y)dy<6 und / f(x, y)dy<B 



(26) 



ist, wenn nur < ^ < <J ist. Unter diese Aussage lässt sich 
auch die Möglichkeit unterbringen, dass es gar keinen Theil 
von (a, a') giebt, worin die Beziehungen (26) überall gelten; 
man braucht sich nur unter SK« eine Menge von der äussern 
Länge a^ — a zu denken. 

Nehmen wir zuerst an, das Integral (25) sei im Inter- 
valle (a, a') endlich. Wäre es dabei in Punkten des Inter- 
vaUes (a, a'), welche ein nicht- discretes System bilden, nicht 
vorhanden, so lässt es natürlich kein Integral nach x über 
das Intervall (a, a') zu. Wir haben also noch vorauszusetzen, 
dass das Integral (25) in allen Punkten von SR« (abgesehen 
von einer discreten Menge) existire. Um die Nicht-Inte- 
grirbarkeit dieser Function <t>(x) von a; « a bis a; « a' nach- 
zuweisen, haben wir zu zeigen, dass die Punkte x im Inter- 
valle (a, a'), worin die Unstetigkeit von <i>(x) [d. h. der 
Unterschied der Unbestimmtheitsgrenzen von <t>(a; -f 5) bei 
lim 1^0] nicht kleiner als eine gegebene Zahl s ist, eine 
nicht -discrete Menge bilden.^) Es genügt also nachzuweisen, 
dass die Unstetigkeit von <t>(x) in einem beliebigen Punkte 
a; = c der Menge 90?« nicht kleiner als a ist. Wäre dem 
nicht so, so sei die Unstetigkeit von <t>(x) hei x = c £ — A 
(A > 0). Setzen wir 

''f(x,y)dy=^W(x,ri), (27) 

so haben wir zufolge der Existenz des Integrals (25) 

lim W(Xy rj) = <i>(x) 

und zwar insbesondere für x = c. Also giebt es so kleine 
Werthe von 7^, dass 

1) Vgl. Nachtrag IL 2*. 
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< (^(c) - V(c, ri)<l:S (28) 

ist. Da die Unstetigkeit von <i>(x) bei x = c s — X sein soll, 
so kann man eine solche positive Zahl d angeben, dass fär 
jeden Werth von x: 

c-d<x<c + d |0(a;)-<D(c)|<(f-A) + A:3 (29) 

ist.^) Wir können dann, da die Function ^(x, rf) bei con- 
stantem rj eine stetige Function von x ist, die Zahl d auch 
so klein annehmen, dass, wenn nur 

c—d<x<c+d 
ist, 

\W{c,rj)-'V(x,ri)\<X:S (30) 

ist. Aus (28) — (30) folgt durch Addition, dass, wenn nur 
c— d Kx <^c + ä ist, 

\<t>(x)-'V(x,7i)\<B 

ist. Somit wäre im ganzen Intervalle (c — d, c + d) von x 

cilso auch jedes Integral für sich kleiner als €, Dies ist aber 
pjegen die Votaussetzung; denn es soU der Punkt x '= c der 

Menge 3K, nicht in einem Intervalle von x vorkommen, wo 

jedes der Integrale (26) kleiner als a ist. 

Lassen wir zweitens die Function (i>(x) im Intervalle 

[a, a') nicht endlich sein. Soll davon ein uneigentliches 

(ntegral von x = a bis x = a^ vorhanden sein, so muss es 

^ 1) Sind nämlich und ü die obere und untere Unbestimmtheits- 

grenze von 0{x) bei lim x = c^ so entspricht jedem a'^O ein d'^0 
in der Weise, dass für jedes x im Intervalle (c — 5, c + d) 

ü-a<:(t>(x)<:0 + a 
ist. Da nun auch 

ü-a<:<t>(c) <0 + a 

ist und zwar für jeden Werth von a, so ergiebt sich zunächst, dass 
Z7<^ <t>(c)<[ ist. Und hiermit erkennen wir aus den ersten Un- 
gleichungen, dass, wenn nur c — d<^ic<[c-f^ ist, alsdann 

-(0- ?7)~cr<<t)(aj)-<D(c)<(0- Cr) + (j 

ist, was mit der Beziehung (29) übereinstimmt, wenn 0— Ü=6 — X 
und c> = >l : 3 gesetzt wird. 
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eine discrete Punktmenge 91 in der Strecke {a, ö') geben, 
derart, dass <i>{x) in allen Theilen derselben, zu welchen 
kein Punkt von 9i gehört, endlich und integrirbar ist. Das 
würde aber unter der obigen Voraussetzung unmöglich sein. 
Denn es müsste mindestens in einem von jenen Theilen ein 
nicht -discretes Punktsystem 9Ä,' übrig bleiben, so dass erst 
in jenen Strecken desselben, welche keinen Punkt von SW^' 
enthalten, die Ungleichungen (26) bei gehörig kleinem t] 
gelten. Dann wäre aber nach dem oben Bemerkten ^(x) 
auch über den in Bede stehenden Theil von (a, a') nicht 
integrirbar. Mithin lässt ^{cc) von x*^ a bis a: •« a' auch 
kein uneigentliches Integral zu. 

Aus dem 5. und 6. Satze ergiebt sich endlich der 
folgende. 

7. Satz.^) Im Falle, dass die Function f{x, y) 
innerhalb des endlichen Gebietes fj ihr Zeichen nicht 
ändert, ist dazu, dass das Doppelintegral 



ff fix, 

J Jim 



y) dx dy 



gleich ist dem zweimaligen Integrale 

f dxj f{x,y)dy, (31) 

nothwendig und hinreichend, dass auch das letztere 
Integral einen Sinn hat. 

Dieser Satz lässt sich unmittelbar auf den Fall ver- 
allgemeinern, dass das Gebiet § ^^ ®^^® endliche Anzahl 
von Theilen zerlegt werden kann, in deren keinem die Func- 
tion 'f{x, y) einen Zeichenwechsel aufweist. Man braucht 
nur den 7. Satz auf jedes der genannten Theilgebiete an- 
zuwenden und die so erhaltenen Gleichungen zu addiren. 

14*. Schluss. Beispiele. 

8. Satz. „Wenn die Function f(Xj y) innerhalb des 
Gebietes fj ihr Zeichen nicht wechselt, so folgt aus 



1) De la Vallee-Poussin a. a. 0. Nr. 54. 
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dem Vorhandensein des zweimaligen Integrals (31) 
das des Doppelintegrals 



J Jm 



f{x,y)dxdy}' (32) 

Beweis. Für den Fall, dass f{x^ y) in allen Theilen 
der Linien K^L^ und K^L.^y welche keinen Punkt eines 
gegebenen Systems erster Gattung enthalten, endlich ist, 
wurde der Satz bereits auf S. 135 erwiesen. Um ihn all- 
gemein zu erhalten, ziehe man durch die Punkte P, P' auf 
der iT-Axe mit den Abscissen a + |, a' — | (| > 0) Parallele 
zur j/-Axe und construire die Curven öi-^i; Q^^ i^^i* den 
Gleichungen 

Diese vier Linien bilden ein gemischtliniges Viereck M[N]N!^M!^, 
das mit ®(|) oder kürzer mit @ bezeichnet werde. In allen 
Punkten derselben ist f{x,y) stetig, wir haben daher nach 
XVIL 8 

/ / fi?^^ y) dx dy =7 dx fix, y) dy = Z(|). (33) 

Da das Gebiet @(S) bei abnehmendem § beständig wächst, 
so wächst, wenn f{x, y) ^ vorausgesetzt wird, X(|) eben- 
falls beständig. X(|) hat daher bei lim | = + entweder 
einen positiven endlichen Grenzwerth oder den Grenzwerth 
4- oo. Das Letztere ist hier, wie leicht zu sehen, unmöglich. 
Vermöge der Existenz des Integrals (31) dürfen wir nämlich 
in (33) 

' f{x,y)dy=\ - - \fix,y)dy 

setzen, so dass wir die Formel 

X(i)=/ dx fdy-^ dx fdy 



- 1 dx j fdy 



(34) 



erhalten. Das erste Integral rechts hat bei lim § = + 
den endlichen Grenzwerth (31), den wir kurz mit K be- 
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zeichnen. Das zweite und das dritte Integral sind jeden- 
falls positiv, somit bleibt X(5) stets unter JT, kann also 
bei lim 5 = + nicht ins Unendliche wachsen. Es existirt 
also das Doppelintegral (32). (Daher sind nach dem 7. Satze 
die Integrale (31) und (32) einander gleich und es muss 
mithin sowohl das zweite, als auch das dritte Olied auf der 
rechten Seite von (34) bei lim | — + zur Null convergiren.) 
Gehen wir umgekehrt von der Annahme aus, dass 
das Doppelintegral (32) vorhanden sei, so gelangen wir im 
Falle, dass das Integra^ 

7(^; y) dy, (35) 

höchstens ein unendliches Systems erster Gattung von 
Werthen x im Intervalle (a, a') abgerechnet, eigentlich ist, 
durch den Satz auf S. 135 und im Falle, dass es im All- 
gemeinen gleichmässig für alle x in diesem Intervalle con- 
vergirt, durch den 5. Satz auf S. 170 zur Existenz des 
zweimaligen Integrals (31). Wenn das Integral (35) für die 
genannten x nicht im AUgemeinen gleichmässig convergirt, 
so ist nach dem 6. Satze das Integral (31) nicht vorhanden; 
allein dass dann auch das Doppelintegral (32) ohne Sinn ist, 
hat sich bisher nicht beweisen lassen. Freilich ist uns kein 
Beispiel davon bekannt, dass unter den zuletzt erwähnten 
Umständen (immer bei durchgängiger Stetigkeit der das 
Zeichen nicht wechselnden Function f{xy y) im Innern des 
Gebietes 5) das Doppelintegral (32) existirt. Manchmal 
reicht indess der folgende Satz aus. 

9. Satz. „Wenn das Integral (35) fär jeden Werth 
von X innerhalb eines Intervalles (c, c'), wobei a < c < c' < a' 
sein soll, positiv unendlich ist und zwar gleichmässig für 
alle diese x (d. h. wenn sich jeder positiven Zahl G eine 
andere 8 so zuordnen lässt, dass falls nur < g < * ist, 

f{x,y)dy>G 

ist für jedes x zwischen c und c'), dann hat das Doppel- 
integral (32) keinen Sinn, d. h. es ist 

lim X{i) = -f oo." (36) 

5=+o 
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In der That haben wir jetzt, wenn wir uns nur § kleiner 
als c — a und a' — c' denken, 

X{%)> G{c' - c), 

woraus sich unmittelbar die Formel (36) ergiebt. 

Wenn die ihr Zeichen nicht wechselnde Function f{x^ y) un- 
endlich viele Unstetigkeiten innerhalb des Gebietes g aufweisen darf, 
so kann, wie de la Vall^e-Poussin bemerkt hat (Ann. de la soc. 
scientif. de Bruxelles XVI. B. S. 180) , das Doppelintegral (32) vor- 
handen sein, während das zweimalige Integral (31) keinen Sinn hat. 
Ein solches Beispiel haben wir bereits kennen gelernt (S. 140). 

Beispiele* 1) Das Dirichlet'sche Integral 



Jj{o 



x'"-^y^^'^dxdy (a > 0, ß>0) 

(OEF) 



(vgl. S. 140). Die Function x^'~^y^'~'^ ist in jedem Punkte des Drei- 
ecks OEF (Fig. 18 S. 139) ausser in denen der Seiten OE und OF 
positiv und sicher stetig. Das zweimalige Integral 



f^x'^-^dxl ""y^'^dy^^ / V-^(l-a;)^(Z 

e/ e/ P t/ 

hat Bedeutung. Somit dürfen wir 



X 



/=^/V-^(i-*y' 



dx (a) 



setzen. Dadurch , dass man zuerst nach x und dann nach y integrirt, 
findet man auf ähnliche Art die Formel 



J^Ty^-^dyT %«-^da; = ^ rV"'a-2/r^2/. 



(b) 



Führen wir im letzten Integrale anstatt y die Veränderliche x 
durch die Gleichung y=l^x ein, so geht die Formel (b) über in 

J^- I x<^(l^x)^-idx. 

Multipliciren wir diese Gleichung mit a und addiren zu ihr die mit 
ß multiplicirte Gleichung (a), so finden wir, 

{a-\-ß)J=l x(=^-ii(l-x)ß-i[(l-x) + x]dx^ I x'-^l-x)ß--'^dx. 

Somit besteht die Gleichung 

/ / x«—^y.^—'^dxdy = — r-x- 1 x«—^{l—x)^'-'^dx. (c) 
JJ(OEF) « + Pjo 

Stolz, Differential- n. Integralrechnung. III. 12 
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Setzen wir in (c) für das Integral rechts d.i. B(a^ ß) den in 
XVI. 8 erwähnten Ausdruck durch die Gammafunctionen, so erhalten 
wir die von Dirichlet (Werke I. S. 398) auf einem weniger einfachen 
Wege abgeleitete Formel 



JJio 



^-^y,^^a.ay^ '^^^'^^' - '■(-)^(« 



\oEF) " " (a+p)r(a + p) r(i + a+p) 

(a>0 (3>0). 



(d) 



Die Umformung des Nenners geschieht nach der Formel (f*) auf 
S. 398 d. LT. Diese Ableitung der Formel (d) rührt von Liouville 
her (J. d. Math. 1. sör. T. 4 S. 231). 

2) Ein weiteres Beispiel bietet Formel (21) in XJX. 16. 

3) Für die Function 

sind nach S. 6 die beiden Integrale 

Jf dx \ f{x,y)dy, 1 dy 1 f(x, y)dx 

vorhanden, aber von verschiedenem Werthe. Daraus folgt nothwendig, 
dass diese Function kein Doppelintegral über das Quadrat OAGB in 
Fig. 19 auf S. 146 zulässt, was dort unmittelbar nachgewiesen ist. 
Denn hätte sie eines, so müssten die soeben erwähnten Integrale 
einander gleich sein. 

Doppelintegrale über ein ins Unendliche 
siolL erstreckendes Gebiet. 

15. Es sind drei Fälle zu unterscheiden, je nachdem 
das Integrationsgebiet g blos nach der Richtung der 
Abscissen- oder blos nach der Richtung der Ordinaten- 
axe oder endlich nach diesen beiden Richtungen sich ins 
Unendliche erstreckt. Wir nehmen ein für alle Male an, 
dass die Function f{x^ y) mindestens bei jedem Punkte 
innerhalb % stetig in Bezug auf beide Veränderliche Xy y 
ist und dass sie über jeden ganz im Endlichen liegenden 
Theil von % ein eigentliches oder uneigentliches Doppel- 
integral zulässt. 

I. Fall. Das Gebiet % ist das durch die Figur 20 auf 
S. 152 dargestellte. 



Die Verwandlung der uneigentlichen Doppelintegrale. 179 
1. Satz,^) „Wenn das Döppelintegral 



ff 



f{x, y) dx dy (« J) 



existirt und das Integral 



/ 

t/yi 



y» 



f{^, y) I dy (1) 

Vi 

in jedem Intervalle (a, X) von o?, wo X > a ist, im All- 
gemeinen gleichmässig convergirt, dann convergirt das 
Integral 

' dx f(x,y)dy (2) 

absolut und es besteht die Gleichung 

J" I dx r'f(x, y) dy." (3) 

Beweis. Bezeichnet X «= OT eine Zahl grosser als a 
und ^ (X) den dieser Abscisse entsprechenden Theil K^ M^ M^K^ 

des Gebietes %y so hat man nach Nr. 8 

J = lim / / f{xj y) dx dy. (4) 

Nun ist aber zufolge des 5. Satzes auf S. 170 

// f(x,y)dxdy^ I dx j f(x,y)dy, 

J J%{X) Ja J(pi{x) 

Damit leitet man aus (4) durch den Grenzübergang 

lim X == + cx) 

die Existenz des Integrals (2) und die Gleichung (3) ab. 

Ebenso wie der 5. Satz a. a. 0. lässt sich auch der 
6. Satz auf S. 171 verallgemeinern. „Wechselt f(xy y) sein 
Zeichen im Gebiete % nicht und convergirt das Integral (1) 
mindestens in einem Intervalle (a, X) nicht im Allgemeinen 
gleichmässig, so hat das Integral (2) keinen Sinn." Und 



1) In ähnlicher Art lässt sich der Satz auf S. 162 ausdehnen. 

12* 
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daraus ergiebt sich dann wieder der dem 7. Satze ent- 
sprechende: 

Im Falle, dass f{x, y) innerhalb des Gebietes g 
sein Zeichen nicht wechselt, ist dazu, dass das 
Doppelintegral J gleich ist dem zweimaligen Inte- 
grale (2), nothwendig und hinreichend, dass auch 
das letztere einen Sinn hat. 

Um endlich die Sätze 8) und 9) zu beweisen, ziehe 
man die Parallelen zur F- Axe mit den Abscissen o? = a + J 
und ic =1 :| (| > 0) und die Curven ByVy^j ^ ^ ^^ ^^"^ 
Gleichungen 

Auf das eigentliche Doppelintegral von f(xy y) über das von 
diesen vier Linien gebildete Gebiet @ lassen sich dann beim 
Grenzübergang lim | — + dieselben Schlüsse anwenden, 
wie in der vorigen Nummer. 

H, Fall,*) Das Integrationsgebiet % sei entweder der von 
den Parallelen KY^ und LY[ zur positiven Ordinatenaxe 

mi^ den Abscissen OA — a, OA^ « a' 
und der Curve KL begrenzte un- 
endliche Parallelstreifen oder der 
ins Unendliche ausgedehnte Raum 
zwischen der Geraden KY^ und der 
Curve KU, welche der Geraden 
JL' Y{ II OF asymptotisch sich nähert. 
Die Curve KL bezw. KU, die von 
jeder Parallelen zur y-Axe höchstens 
in einem Punkte geschnitten wird 
und wovon jedes endliche Stück mit einer Parallelen zur 
ic-Axe höchstens eine bestimmte Anzahl von Schnittpunkten 
gemein hat, habe die Gleichung y ^ (f {x). 







Fig. 22. 
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1) Auch im 11. Falle giebt es einen dem Satze auf S. 162 ent- 
spreclienden. Man braucht nur in (2 a) 1/1=9 {x) zu nehmen und in 
(2b) y^ — ri durch Y, y^ durch 00 zu ersetzen, wobei es dann heisst: 
„für jedes Y> H besteht die Beziehung (2b)". 

Die i. T. gegebenen Sätze im Wesentlichen nach de la Valläe- 
Poussin a.a.O. Nr. 40, 42. 
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Das Integral 

fix, y) I dy (5) 






heisst im Allgemeinen gleichmässig convergent im 
Intervalle (a, a') von x, wenn jedem «>0 zwei Zahlen 
Ä > 0, H > so zugeordnet werden können, dass, wenn nur 
0<ri<8 ist, 

f{^, y)\äy<B 

'<p{x) 

und wenn nur F> H, 






/ 



40 



f{x, y)\dy<s (6) 

«^ r 
ist. 

Der Hilfssatz 1. in Nr. 12 und sein Beweis bleiben im 
Wesentlichen unverändert. Nur treten an Stelle von d, wie 
gerade vorhin, zwei Zahlen tf, H, an Stelle des zweiten 
Integrals in (5) a. a. 0. das Integral (6) und an Stelle des 
Integrals (6) das obige (5). 

Auch der 4. Satz in Nr. 13 und sein Beweis lassen sich 
ohne Weiteres auf den in Rede stehenden Fall übertragen. 
In seiner Aussage treten einfach an Stelle von y^ und y^ 
bezw. <p{x) und -^ cx), — Um die Formel (18*) auf ihn aus- 
zudehnen, zieht man zunächst eine Gerade y = F(= OQ), 
wodurch von den Gebieten 5, %r bezw. die endlichen Stücke 
@, ®r abgeschnitten werden mögen. {& ist also die Fläche 
KLR'B bezw. KSR.) Im ersten Falle denke man sich 
Y>(p(x) (a ^ X ^ a^). — Dann besteht gerade zufolge 
(18*) die Formel 



*« 



lim yrS&fd^ = S&fd/Ky 

d. h. jedem x > entspricht ein 2 > so, dass, wenn nur 
<s <,X ist, 

ist. Lässt man die ö^ , , , S^ ein bestimmtes System von 
Strecken sein, dessen Summe kleiner als X ist, und be- 
denkt, dass 
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lim S9fd^^8fifd^, lim Se/^dA = Sg/^dA 
ist, so wird man leicht finden, dass dann 

ist, womit die Formel (18*) a.a.O. auch för den vor- 
liegenden Fall erwiesen ist. — Nachdem dies gemacht ist, 
bleibt der Beweis des 5. Satzes in Nr. 13, in welchem wir 
blos y^ durch (p(x) und y^ durch -{- oo zu ersetzen haben, 
aufrecht. Bei derselben Aenderung gilt auch der 6. Satz in 
Nr. 14, dessen Beweis von ihr nicht berührt wird. 

Wir dürfen somit auch jetzt behaupten, dass, wenn 
die Function f{x, y) innei*halb des Gebietes 5 ihr 
Zeichen nicht wechselt, zum Bestehen der Formel 

/ / f(p^7 y) dxdy^ I dx j f(x, y) dy (7) 

J •/(8f) Ja J(p{x) 

die Existenz der beiden darin vorkommenden Inte- 
grale nothwendig und hinreichend ist. 

Die Sätze 8) und 9) ergeben sich auf die nämliche 
Weise wie in Nr. 14*. Man hat nur unter @ das von den 
zwei Parallelen zur y-Axe mit den Abscissen rr = a + | und 
ic«»a'— S, der Curve ST (bezw. SV) mit der Gleichung 
y ^ (p{x) + 1^ und der Parallelen zur x-Axe mit der Ordinate 
y « 1 : 1 gebildete Viereck zu verstehen. 

BeispleL Setzt man 

so sind nach S. 8 die beiden Integrale 

' ^y / f{^,y)dx, I dx I f(x,y)dy 

vorhanden, jedoch von verschiedenem Werthe. Daraus folgt, dass die 
in Bede stehende Function f{x^ y) kein Doppelintegral zulässt über das 
Gebiet, welches die y-Axe vom unendlichen Parallelstreifen zwischen 
der a;-Axe und der Geraden y — h abschneidet. Wäre nämlich ein 
solches vorhanden, so müsste jedes von den beiden Integralen ihm 
gleich, folglich beide einander gleich sein. — Diese Function f{x^ y) 
ist, falls a;y>0 ist, ausserhalb der Hyperbel xy = '\, positiv, inner- 
halb derselben negativ. Es ist leicht zu zeigen, dass dieselbe über 
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Fi«.iS. 



keinen der beiden Theile, in welche das obige Grebiet durch einen 
Ast dieser Hyperbel zerlegt nird, ein nneigentliches Doppelint^^ral 
zolässt. 

16. nx IPalL^) Das Integrationsgebiet sei der zwischen 

der zur positiYen y-Axe parallelen Geraden JTF^ mit der 

Abscisse OA = a und der Curve 

KTJy BXL welcher mindestens die 

Abseisse ins Unendliche wächst^ 

liegende Theil 5 ^^^ Ebene 

(Fig. 23). Diese sonst wie im 

n. Falle beschaffene Curve habe 

die Gleichung y ^ fp(x) (x^ a). 

1. Satz. ^Wenn das Integral 



f 




im Allgemeinen gleichmässig convergirt in jedem Intervalle 
(a, X) von Xy wo X > a ist, und das Doppelintegral 



J Jim 



fdxdy 



existirt, so existirt auch das zweimalige Integral 



und man hat 



^ dx I f{x, y) dy 



iJ=) I I f{x,y)dxdy- 1 dx 1 f{x,y)dy." 

J Jm Ja Jf w 



(8) 



(9) 



Beweis. Bedeutet 5(X) den durch die Gerade 

von f5 abgeschnittenen Parallelstreifen KMY^Y^^ so haben 
wir nach dem in Nr. 15 erweiterten 5. Satze der Nr. 13 



/ / fdx dy = I dx I fdy. 

J J% W Ja Jif (x) 



(10) 



1) Der im Falle III dem Satze auf S. 162 entsprechende verlangt, 
dass die für den Fall II aufgestellten Bedingungen in jedem Intervalle 

J/»QO 
f Xj {pS) dx vorhanden ist. 
a 

Der erste Satz i. T. nach de la Vall^e-Poussin a.a.O. Nr. 46, 
der zweite ebenfalls, a. a. 0. Nr. 54, jedoch mit anderem Beweise. 
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Daraus ergiebt sich bei lim X « + oo die Formel (9), weil 
die linke Seite den Grenzwerth J besitzt. 

2. SatB. Im Falle, dass f{x, y) innerhalb des Ge- 
bietes 5 sein Zeichen nicht wechselt, ist zum Be- 
stehen der Gleichung (9) nothwendig und hin- 
reichend, dass beide Seiten derselben einen Sinn 
haben. 

Um zu zeigen, dass diese Bedingung auch hinreichend 
ist, braucht man nur zu bemerken, dass, wenn das Doppel- 



ff 

malige Integral (8) existirt, auch 



integral J existirt, auch / / fdxdy und wenn das zwei- 



I dx I 

Ja Jif ( 



00 



fdy 

einen Sinn haben muss. Dann aber gilt die Gleichung (10), 
aus welcher, wie bemerkt, durch den Grenzübergang 

lim X «= -f oo 
die Formel (9) folgt. 

Um den 8. und 9. Satz in Nr. 14* auf den in Rede 

stehenden Fall zu übertragen, lässt man % das Viereck sein, 

das von den zwei Parallelen zur y-Axe mit den Abscissen 

rr — a + I und rr = 1 : |, der Curve S V mit der Gleichung 

y ^ (p(x) + ^ und der Parallelen zur ^r-Axe mit der Ordinate 

«/ «= 1 : S gebildet wird. 

Beispiele. 1) „Die auf S. 35 erwähnte Function 

F(x, y) = Ä:«+/*-iy«-i6-^-^y 

hat ein Doppelintegral über den ins Unendliche ausgedehnten 
ersten Quadranten XOF und zwar ist 



/ / F{x,y)dxdy^ 1 y"-^dy I af+^-'^e-'^-'^y dx!' (a) 

J J{70X) e/o Jq 

Um zu zeigen, dass das soeben erwähnte Doppelintegral 
existirt, ziehen wir vom Punkte K mit den Coordinaten 
a; = OJE = 1, y = EK - 1 (Fig. 18 auf S. 139) die Strecke 
^jF||OX und die Gerade JBXFi || F. Hierdurch zerfällt 
der Winkel XOF in drei Theile, das Quadrat OEKF, den 
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unendlichen rechten Winkel XEY^ und den unendlichen 
Parallelstreifen TFRY^. Ueber jeden derselben lässt F(xy y) 
ein Doppelintegral zu. Was den ersten und zweiten Theil 
von X.OY betriflFt, so brauchen wir, um das einzusehen, 
blos zu bemerken, dass 

ist und der erste eingeklammerte Factor nach den Sätzen 4) 
auf S. 138 imd 155 ein Doppelintegral zulässt, während der 
zweite c""^*""^)^ eine endliche Zahl nicht überschreitet 
(Satz 11) auf S. 159). Ziehen wir dann innerhalb des 
Streifens YFKY^ die Sehne QN im Abstände 0^ = T von 
der x-Axe parallel zu ihr, so haben wir nach dem 2. Satze 
auf S. 89 

/ / F(x,y)dxdy= I y'"''^dy 1 x^'+^-'^e-'^-'^ydx. (b) 

Dieses Doppelintegral hat nun bei lim Y = + oo einen end- 
lichen Grenz werth, weil, wie wir bereits auf S. 34 erfahren 
haben, das Integral auf der rechten Seite von (a), welches 



/»^ 



hinter dem ersten / eine für jeden Werth von y grössere 

Function von y enthält als das Integral auf der rechten 
Seite von (b), einen Sinn hat. Es kommt somit der Satz 6, 
auf S. 395 d. I. T. zur Anwendung. Demnach lässt F(x, y) 
auch ein Doppelintegral über den Streifen YFKY^ zu. 

Da die Function F(x^ y) innerhalb des Winkels XOY 
überall positiv ist und das zweimalige Integral auf der 
rechten Seite von (a), wie erwähnt, einen Sinn hat, so tritt 
der zweite von den vorstehenden Sätzen in Wirksamkeit. 
Sonach besteht in der That die Gleichung (a). 

Auf ähnliche Ai*t ergiebt sich die Formel 



/ / F(xjy)dxdy ^ 1 x^+^-'^e-'^dx 1 y^-^e'^^^dy. (c) 

J J{YOX) t/O c/o 

Wir haben nur im genannten Satze x und ^ zu vertauschen 
und zu bemerken, dass auch das zweimalige Integral auf 
der rechten Seite von (c) vorhanden ist, nämlich nach S. 35 
den Werth r(/3)r(a) hat. 
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Aus den Formeln (a) und (c) folgt die Gleichung 

t/o e/ t/O 

welche wir bereits a. a. 0. verwertheten. 

2) Die auf S. 73 angegebene unstetige Function f(x, y) liefert 
ein Beispiel davon, dass das Doppelintegral einer nirgends negativen 
Function über ein ins Unendliche sich erstreckendes Gebiet, nämlich 
den unbegrenzten, von den positiven Coordinatenaxen gebildeten, 
rechten Winkel XOT, vorhanden sein kann, während eines von den 
zugehörigen zvreimaligen Integralen dieser Function keinen Sinn hat. 

Es ist f f fdxdy=^0; das Integral / dx 1 fdy hat dagegen 
JJirox) Jo Jo 

' dx \ fdy keine Bedeutung 
Jo 

' dy I fdx ist gleich Null. 
Jo 

3) Man versuche den Satz 5) auf S. 166 mit Hilfe des 9. Satzes 
auf S. 180, worin x und y zu vertauschen sind, zu beweisen. 

17. Der Green'sche Satz für die uneigentlichen 
Doppelintegrale. 

Der Satz in XVII. 10 gilt auch unter den folgenden 

Bedingungen. 1) Die Ränder des ganz im Endlichen 

liegenden Integrationsgebietes ^ seien reguläre Linien, d.h. 

sind z. B. 

x^(P(t) y = t(t) (cc^T^ß) (1) 

die Gleichungen des äusseren Bandes r, so sollen entweder die 
Functionen q){z) und ^(r) für jedes r im Intervalle (a,/S) endliche 
und stetige Diflferentialquotienten nach r besitzen oder es soll r 
in eine endliche Anzahl von Theilen zerfallen, in deren jedem (p (r) 
p(t) die soeben angegebene BeschaflFenheit besitzen. 2) Die 
Function f(x, y) genüge allen in jenem Satze aufgestellten 
Forderungen innerhalb eines jeden Gebietes, das innerhalb 
des gegebenen ^ liegt und dabei dessen Begrenzung nicht 
berührt, und die Function F(Xy y) bezw. G{xy y) verhalte 
sich in ^ genau so wie dort. 3) f{Xf y) lässt ein un- 
eigentliches Doppelintegral über das Gebiet § zu. 
Beim Beweise dieser Erweiterung des Green'schen Satzes 
können wir uns auf die Formel (c) a. a. 0. und auf das in. 
Fig. 12 auf S. 97 dargestellte Gebiet g beschränken. Wir 
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setzen das Interyall (ccy ß) zunächst als endlich voraus und 
nehmen in der Figur ein System von regulären Curven Xa 
mit den Gleichungen 

an, welche bei lim <y «* + in den äusseren ßand r mit den 
Gleichungen (1) übergehen und ein System von regulären 
Curven ria mit den Gleichungen 

X = Xi^to =» (Pi(t, <y) y « yi,ta - t^i(r, 0) (a, ^ r ^ ßi), (3) 

welche bei lim (J «= + in den inneren Rand r^ mit den 
Gleichungen 

x^Xit=^ 9?i(t) y = yir - ti{r) («1 ^ t: ^ ß^) (4) 

übergehen. Auch das Intervall (a^, ß^) sei endlich. Denken 
wir uns ö so klein, dass die Curven (2) und (3) einander 
nicht treffen, so schliessen sie ein Gebiet ein, das fJW 
heisse. Dafür gilt der Green'sche Satz a. a. 0., d. h. es be- 
steht nach (c) die Formel 

iJ(ö) «) S^^a)f(x, y)dK ^J^ F{x,a, yta) -^dt 



dt 



-/ F(Xi,,„,yi,ra)^^dT. 



(5) 



Hier lassen wir ö zum Grenzwerthe übergehen. Dann ist 

lim J(ö) = S^ f(x, y) d A (- J). ^ (6) 

Wir können uns Xtay yta so gewählt denken, dass 

stetig in Bezug auf die Veränderlichen r und ö ist für 
jedes Werthsystem rcy, welches die Beziehungen erfüllt: 

cc<r ^ß 0£(5^y, 
unter y eine bestimmte positive Zahl verstanden. Im Falle, 

dass -j- im ganzen Intervalle (a, ß) von r stetig ist, werden 

wir sicher yta überdies so annehmen können, dass das Näm- 

dy 
liehe hinsichtlich der Function ~^ gilt. Somit ist auch das 

Product 
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F{Xra, yta)-^— 

stetig in Bezug auf r und ö für jedes der soeben erwähnten 
Werthsjsteme. Daraus ergiebt sieh nach einem Satze auf 
S. 442 d. I. T., dass 

^Km^^ F(Xray yra)^dr ^£ Fix,, yr)^-^äT (7) 

ist. Zerfällt das Intervall (a, ß) in eine endliche Anzahl 

von Theilen, in deren jedem -^ durchaus stetig ist, so zer- 
legen wir das erste Integral auf der rechten Seite von (5) 
ihnen entsprechend in Theile. Auf jedes dieser Theilintegrale 
kann man den gerade gemachten Schluss anwenden und wird 
dann durch Addition der auf diese Weise erlangten Formeln 
wieder zur Gleichung (7) gelangen. — Auf die nämliche 
Weise erhält man die Formel 

Jf^^' . dy^ *n r^"- dy,^ 

^ F{x^,ro,yi,ra)-^dz=^ F{x,., y,,) ^dr. («) 

Mittelst der Formeln (6) — (8) ergiebt sich dann aus (5) bei 

lim <y = + die Gleichung 

/*/* dy /*/^i dv 

J-=/ Fix.,yr)-^dz- F{x,r,y,r)~dT, (9) 

W. Z. b. W. 

Sollten von den Intervallen (a, ß) und («1, /?,) eines 
oder gar beide unendlich sein, so ersetze man in den Gleich- 
ungen der betreflfenden Curve zunächst r durch eine neue 
Veränderliche x\ zu welcher ein endliches* Intervall gehört. 
Bei dieser Darstellung des betreffenden Bandes besteht die 
der Gleichung (9) entsprechende. Kehrt man dann in dem 
einen oder in den beiden Integralen auf der rechten Seite 
derselben von r' zur ursprünglichen Veränderlichen x zurück, 
so erscheint wiederum die ursprüngliche Gleichung (9). 

Aus dem im Vorstehenden erweiterten Green'schen 
Satze folgt auch eine neue Ausdehnung des Cauchy- 
schen Integralsatzes auf S. 102. unter der Voraussetzung, 
dass die Bänder des Gebietes % reguläre Linien sind, können 
wir den a. a. 0. gegebenen Satz auch dann gebrauchen, wenn 



Die Yerwandlnng der nneigentlichen Doppelintegrale. Ig9 

d^ c^ c^ c^ 
die Functionen ^-jrt ^^f ^^y ^^— zwar in jedem innerhalb S 

gelegenen Gebiete^ welches dessen Begrenzung nicht berührt^ 
endlich sind, nicht aber in diesem Gebiete ^ selbst. 
(Es dürfen also diese Functionen z. B. längs der ganzen Be- 
grenzung von 3f unendlich werden.) Denn wenn dieser Um- 
stand eintreten sollte, so yerschwinden doch die Doppel- 
integrale (s) und (t) a. a. 0., nunmehr freilich nach Nr. 3* als 
uneigentliche, weil die bezüglichen Integrale über jedes inner- 
halb 5 gelegene Gebiet, dessen Begrenzung mit der von ^ 

keinen Punkt gemein hat, Null sind. 

Mittelst der soeben gemachten Bemerkung lässt sich der in Eede 
stehende Satz auch übertragen auf den Fall, dass sich im Innern 
von § eine reguläre Linie I befindet, in deren Umgebung die genannten 
Functionen nicht endlich sind. Ist I z. B. einfach und nicht geschlossen, 
so verlängere man sie in passender Weise nach beiden Seiten bis an 
die Begrenzung von % und setze für jeden der so erhaltenen Theile 
von f5 den Cauchy 'sehen Satz an. Alsdann wird das Integral von f(x) 
längs ihrer Trennungslinie aus der Summe der beiden Gleichungen 
verschwinden, da es einmal mit dem Zeichen -|-, einmal mit dem 
Zeichen — in dieselbe eintritt, ü. s. w. 

18- Einführung neuer Integrationsveränderlichen 
in ein uneigentliches Doppelintegral. 

Satz.^) „5 sei eine Fläche in der xy-, eine in der 

wi;- Ebene, die in folgender Beziehung zu einander stehen. 

Es giebt zwei für jeden Punkt von (wozu im Falle, dass 

diese Fläche sich ins Unendliche erstreckt, der uneigentliche 

Punkt der wi7-Ebene, für den l:j/w^+i;^=0 ist [vgl. auch 

11. S. 6], zu rechnen ist) eindeutige und bei jedem innerhalb 

gelegenen Punkte stetige Functionen (p(u, v), ^(m, v) derart, 

dass, wenn 

(p{u,v)^x tl}(u,v)=^y (1) 

gesetzt werden und der Punkt w, v der tev- Ebene das Ge- 
biet einmal beschreibt, alsdann der Punkt x, y der 
a;«/- Ebene das Gebiet 5 einmal beschreibt. Dabei müssen, 
falls % ins Unendliche sich erstreckt, die Gleichungen (1) 
mindestens bei einem System von bestimmten Werthen uv 
den uneigentlichen Punkt der ir«/-Ebene, wofür 

1) Vgl. auch C. Jordan, Cours d'Analyse 2. ^d. IL Nr. Slflg. 
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ist, liefern. Jeder endlichen, innerhalb O gelegenen, von 
gewöhnlichen Bändern begrenzten Fläche 0', welche die Be- 
grenzung von nicht berührt, soll durch die Gleichungen (1) 
eine ebenfalls endliche, innerhalb § gelegene Fläche %^ von 
der nämlichen Beschaffenheit zugeordnet sein. Umgekehrt 
möge auch jedem Punkte von 5' ^^^ ®i^ Punkt von 0' ent- 
sprechen und femer sollen fj', 0' alle jene Bedingungen er- 
füllen, welche den Flächen % und im Satze auf S. 106 
auferlegt sind, d. i. die partiellen Differentialquotienten erster 
Ordnung von ^(w, t;), ^(m, v) seien in jedem Punkte von <i>' 
stetig in Bezug auf ti und v und die Jacobi'sche Determinante 
J(Uy v) ändere in <J)' ihr Zeichen nicht. Lässt dann die 
eindeutige Function f(x,y) über jedes Gebiet fj' ein 
eigentliches und über 5 ^in uneigentliches Doppel- 
integral 






f(x, y) dx dy (2) 



zu, so existirt auch das Doppelintegral 



J J{^ 



f{(p{Uy v), ^(w, v)) J(u, v)dudv (3) 

und ist, mit t «« ± 1 wie a. a. 0. multiplicirt, dem 
ersteren gleich. Und umgekehrt: Existirt das Inte- 
gral (3), so ist auch das Integral (2) vorhanden und, 
mit L multiplicirt, ihm gleich." 

Der Satz folgt unmittelbar aus dem auf S. 106. Denkt 
man sich nämlich in der icy- Ebene ein veränderliches Ge- 
biet %((j), welches nirgends an die Begrenzung von fj heran- 
reicht und bei lim (y «= -f in das Gebiet 5 übergeht, so 
entspricht ihm zufolge der Voraussetzung in der Mt?-Ebene 
ein veränderliches Gebiet 0((j), das auch innerhalb O liegt, 
ohne die Begrenzung von O zu berühren, und bei lim = + O 
in die Fläche cj) übergeht. Nach dem genannten Satze haben 
wir, wenn wir der Kürze halber 

f{(p(u, v), tl;(u, v)) = F(u, v) 
setzen. 
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/ / fip^i y) dxdy ^ L.l I F{Uy v) J{u, v) du dv, (4) 

J Jmo)) J Ji^m 

wobei i so zu wählen ist, dass iJ{u^ v)dudv das Zeichen 
von g(<y) d. i. das von g bekommt. 

Lassen wir zuerst das Doppelintegral (2) vorhanden 
sein und bezeichnen seinen Werth mit J, so ergiebt sich 
aus (4) bei lim er == + nach Nr. 3 

J«= t lim / / F(u, v)J(u, v)dudv. (5) 

Wechselt f{Xj y) im Gebiete % sein Zeichen nicht, so auch 
F{Uy v) J{u^ V) im Gebiete O nicht. Somit ergiebt sich aus 
der Formel (5) zufolge des Satzes auf S. 132, dass die 
Function F(u, v) J(u, v) ein Doppelintegral über das Ge- 
biet besitzt. Wir dürfen daher anstatt (5) schreiben 



J ^ i I I F(uy v) J{u, v) du dv. 



(6) 



Wechselt aber f(xy y) im Gebiete % sein Zeichen, so muss 
I fi?^7 y) I ^^^ Doppelintegral über dasselbe zulassen. Und 
wir haben nach der Formel (6) 

/ / \f(py y)\dxdy -^ L j I \F(u, v)\J(u, v)dudv. 

Da J(w, v) im Gebiete O sein Zeichen nicht ändert, so 
existirt mithin auch in diesem Falle das Doppelintegral (3) 
und es ergiebt sich demnach aus der Formel (5) wieder (6). 

Aehnlich schliesst man von der Existenz des Doppel- 
integrals (3) auf die von (2) und auf die Gleichung (6). 

Als Beispiel einer Substitution, durch welche ein unendliches 
Gebiet % der a;i/-Ebene in ein endliches der t*v-Ebene 
übergeführt wird, kann die Abbildung der xy-'Eih&tiQ mittelst 
reciproker Radienvectoren auf S. 114 oder auch die ihr verwandte 
Substitution (14) ebenda dienen. Wählt man den Punkt (a, h) der 
a;2/-Ebene ausserhalb der Fläche fj, so liefern die Formeln (12*) a. a. 0. 
für w, V nur endliche Werthe. Insbesondere entspricht dem Punkte 
1 : 1/0;*+ 2/*= der Punkt t* = 0, t; = 0. Setzt man nämlich daselbst 
x = r cos 6 , 3/ = r sin 6 und hierauf 1 : r = s, so ergeben sich die Formeln 
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8 (cos B — as) 



u = 



V 



2(a cos e 4- & sin 6) 5 + (a*4- b*) 8* 
s(8in B — bs) 



1 - 2 (a cos e 4- 5 sin 0) s + (a* + & *) «* 

welche für s = <* = und v = liefern. (Einfacher folgert man dies 
beim Gebrauche complexer Veränderlichen aus der Formel (14) a.a.O., 
welche bei der Substitution z = l:t 



1 t 

w = 



z — c 1—ct 

giebt, so dass dem Werthe * = der Werth «7 = 0, d. h, dem uneigent- 
lichen Punkte der a;t/- Ebene der Nullpunkt der wt;- Ebene entspricht.) 
— Um z. B. die dem unendlichen Quadranten YOX (Fig. 13c auf S. 114) 
entsprechende Fläche der Ebene ÜO'V zu construiren, bemerke man, 
dass der Geraden y — nach den Formeln (12) a. a 0. , wenn b nicht 
Null ist, der Kreis 

welcher durch 0' geht und seinen Mittelpunkt C auf der Axe VV^ 
hat, zugeordnet ist. Dabei ist 

0'C=-1:2& = -OjE;»:2&, 

wonach der Punkt C in der Figur construirt ist. Der positiven Seite 
der Geraden XX' entspricht, je nachdem b positiv oder negativ ist, 
der ausser- oder innerhalb dieses Kreises liegende Theil der Ebene; 
denn bei positivem y ist 

^y » > — &, also 6(w*+t;*) + t;>0, 
somit, je nachdem 6^0 ist, 



Der Geraden x = entspricht, wenn a nicht Null ist, der Kreis 

welcher ebenfalls durch 0' geht und seinen Mittelpunkt B mit der 
Abscisse —1:2« auf der Axe ÜU' hat, und der positiven Seite von 
YY' der ausser- oder innerhalb des letzteren Kreises liegende Theil 
der Ebene, je nachdem a positiv oder negativ ist. Demnach entspricht 
in der Figur, worin a<[0, 6<0 ist, dem Quadranten YOX der den 
genannten beiden Kreisen gemeinsame Mond. 

Eine einfache Substitution, wodurch der Quadrant YOX auf 
das Quadrat zwischen den Abscissen tt = 0, u = l und den Ordinaten 
i? = 0, v = l abgebildet wird, ist 
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19. Anwendungen der Umwandlung uneigent- 
liclier Doppelintegrale durch Einführung neuer Inte- 
grations veränderlichen. 

Die Einführung neuer Veränderlichen ist oft das ein- 
fachste Mittel, um zu erkennen, ob ein vorgelegtes uneigent- 
liches DoppeUntegral einen Sinn hat oder nicht. Einige 
Beispiele mögen dies erläutern. 

1) Die Function 

l:(x'+yy' (ft>0), (1) 

welche in der Nachbarschaft des Anfangspunktes nicht end- 
lich ist, sei über den Kreissector OÄB (Fig. 24), dessen 



Fig. 24. 




Mittelpunkt und dessen Badius 0=^ OC sei, zu integriren. 
Die Radien OA und OB seien bezüglich durch die Anomalien 

XOA^a, XÖB^ß bestimmt, wobei 0^a^ß^2n ist.^ 
Wir gehen durch die Substitution 

X = r cos ö, 1/ = r sin 

zu den Polarcoordinaten r, d über (S. 113). Um den Sector 
OAB zu beschreiben, muss r das Intervall (0, c), ö das 
von « bis ß durchlaufen. Dann tritt an Stelle des vor- 
gelegten Integrals 



1) Ist der volle Kreis (0, c) das Integrationsgebiet für die Func- 
tion (1) , so muss man sich denselben bei Anwendung der Transformation 
des bezüglichen Doppelintegrals auf Polarcoordinaten längs eines 
Radius z. B OG aufgeschnitten denken, so dass die Punkte, welchen 
sowohl die Polarcoordinaten r, 0, als auch r, 2jr zukommen, den 
Rand des Integrationsgebietes in der aji/- Ebene bilden. 

stolz, Differential - u. Integralrechnung. III. \ 3 
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fß 

J Jim 



r^-^f'drdd, (2) 

(«) 

wo 9t das von den Geraden r ^0 r ==^ Cj 6«=« 6 = ß 
in der r0-Ebene gebildete Rechteck bedeutet. Nach dem 
Satze 4) auf S. 138 existirt das Doppelintegral (2) dann und 
nur dann, wenn die Integrale 

de 



/^-Är-d/ 



einen Sinn haben. Das gilt hinsichtlich des ersten dann 
und nur dann, falls 2ft — 1 < 1 d. i. fi <1 ist (I. S. 386). 
Es existirt mithin das Doppelintegral 

dxdy 



ff 

J J{o, 



{OABy ' ^ ^ 

dann und nur dann, wenn fi < 1 ist, und zwar ist es in 
diesem Falle gleich 

2) Man darf aber aus dem vorstehenden Ergebnisse 

nicht schliessen, dass die Function (1) über jedes endliche 

Gebiet, auf dessen Begrenzung der Punkt liegt, nur dann 

ein Doppelintegral zulässt, wenn fi < 1 ist. Das ist, wie 

das nachstehende Beispiel lehrt, keineswegs nothwendig.^) 

Setzen wir der Kürze halber OC — c=^l und ziehen von aus 
eineCurve ^^^ ^^^^^ ^3^ 

Sie schneide den Kreis CAB im Punkte D, dessen Anomalie 

sich aus der Gleichung sin 8 = cos 6^ ergiebt. Wir untersuchen nun, 
unter welchen Umständen die Function (1) ein Doppelintegral über 
das gemischtlinige Dreieck OCDMOi^%) zulässt. Zu diesem Be- 
hufe führen wir wie oben die Polarcoordinaten r, 6 ein. Bei con- 
stantem e geht r von OM=^(p{e) bis 0N=1. Dabei ist 9(0) der 
Werth, welcher sich für r aus der Gleichung (3) ergiebt, wenn wir 
darin x=^r cos e , y = r sin setzen. Somit ist 



.— X\l 



qp(0) = (8in e cos e ) • W 



1) Diese Bemerkung verdanke ich K. Adler, der sie an dem 
Falle, dass |li = 1, ^«2 ist, gemacht hat. 
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e durchläuft das Intervall (0, S). Demnacli entspricht dem Gebiete 
^ der A;y- Ebene das in Fig. 25 gezeichnete Grebiet A=0'F'II' der 
ro-Ebene, wobei O'D'^d, 0'-K' = D'F' = l pig.25. (il>2). 
zu denken ist. Da die Function lir^t^—^, R 
welche nach der Transformation im Doppel- ^^ 
integral erscheint, im Falle dass fi ]> 1 : 2 ist, nur 
in O' unendlich wird, so können wir darauf 
den Satz auf S. 135 anwenden. Es ist daher 



(6) 




das Doppelintegral 

r r äxdy _ er drde 

vorhanden oder nicht, je nachdem das zweimalige Integral 

Jo Jy(e)r«/*-i 
einen Sinn hat oder nicht. Ist ft'^l, so haben wir nach (4) 

1 2fi—2 

r 



dr 



V(ö)r2A« 



1 1 /cosei\ i— 1 1 

~(2tt — 2)r2/«-2 ~2fi— 2\ sin 6 / ~" 2 ;t — 2' 

9(6) 



Um zu beurtheilen, unter welchen Umständen das Integral 

e 



Jo \ sin e / 



(6*) 



existirt, benutzen wir das Kriterium auf S. 404 d. I. T. Das Product 

2^ — 2 2/u — 2 



2jU — 2 



(2^-2)Z 



V sine ; Vsinö/ ^ ^ 

hat bei lim e == -f ^ ^^^ Grenzwerth 1. Also existirt das Integral 
(5*), wenn (2;* — 2) :(1 — 1)< 1 d. i. 2|*<Z-f 1 ist. Und zwar nur 
dann, weil eqp(d)^~^A« nur unter dieser Bedingung bei lime = + 

den Grenzwerth Null hat. Wir haben somit, falls 1 ^ ft •< ' ist, 

nach (5) die Formel 

rr dxdy _ 1 r rv ^^« ^Y ^d -*1 

JJwC^' + y')'' 2,*-2Ljo V sine/ * J* 

Ist fi- = l, so gewinnt man durch eine ähnliche Rechnung für dieses 
Doppelintegral den Werth 

" ' am « \ , 

e. 



X — lJo \cos e^/ 



Demnach besitzt die Function (1) ein Doppelintegral über 
die Fläche 3), wenn f4<;(X-f 1):2 ist und zwar nur dann. 

13* 
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8) Man wird ferner leicht nachweisen, dass die Function (1) 
über das ins Unendliche ausgedehnte Gebiet B* BAA' in Fig. 24 und 
über die Aussenseite des von mit dem Radius OC beschriebenen 
Ejreises dann und nur dann ein uneigentliches Doppelintegral besitzt, 
wenn ft >* 1 ist. Lässt man aber den Punkt D auf der Curve DZ 
mit der Gleichung 

liegen, so lässt die Function (1) ein Doppelintegral über die ins 
Unendliche ausgedehnte gemischtlinige Fläche ZDCX zu dann und 

nur dann, wenn ^>-_ZL_ ist. 

4) Es ist die Function 

l:{c^-x^-y^y (ii>0) (6) 

über den Kjeissector OÄB in Fig. 24 zu integriren. Diese 
Function wird längs des ganzen Bogens AB unendlich. 
Führt man nochmals für x, y die Polarcoordinaten r, ein, 
so tritt an Stelle des vorgelegten Integrals 






rdrde 



unter 91 dasselbe Gebiet verstanden wie in (2). Dieses 
Integral hat nach dem Satze 4) auf S. 135 dann und nur 
dann eine Bedeutung, wenn das Integral 

Jf rdr A ' ^ ( ^* /« \ 

existirt. Und das findet nur dann statt, wenn fi < 1 ist. 
Unter dieser Voraussetzung haben wir also 



r r dxdy =, 1 / __^i_ I /7A =: 



2 — 2/Lt 



Dagegen lässt die Function (6) über das gleichschenklige Drei- 
eck OCE (Fig. 24), dessen Umfang mit dem Kreisquadranten CD JE 
blos zwei Funkte gemein hat, ein Doppelintegral zu, wenn nur 
/Lfc'<2 ist.^) Ist dieses Doppelintegral vorhanden, so muss es durch 
die Einführung der Polarcoordinaten zufolge des Satzes auf S. 135 in 
das zweimalige Integral 



1) Diese Bemerkung nach der von A. Harnack (Elem. d. Diff.- u. 
Integralr. S. 323) an einem ähnlichen Doppelintegral gemachten. 
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i/-/ 



<fl : (008 + Bin 0)» 

^g (7) 



übergehen. Bei constantem 6 hat nämlich r die Strecke von bis 
OP=c: (cos + sin e) zu durchlaufen, um die Gerade CE, deren 
Gleichung x-\-y = c ist, zu erreichen. Man theilt die Integration 

7t Jt , 7C 

nach d in die beiden von bis -r und von -r bis V und findet durch 

4 4 z 

die Substitution 

2 ' 

dass das zweite Integral dem ersten gleich ist. Der Ausdruck (7) 
verwandelt sich daher in 






fi : (cos -f sin 6)> 

ds 



(C* — «)/* 

Dabei ist unter der Voraussetzung, dass /n^l ist, 



/ 



<? : (cos d + sin 6)* 

(28 1 



Das Integral 



(c* — 8)/^ (fi— l)c2/U-2 

l(i*JII^)'--'l- 



\ sin2e / 



(2e 



existirt aber nach dem Kriterium auf S. 404 d. I. T. dann und nur dann, 
wenn ft — l<;i, d.i. fi <^2 ist. Unter dieser Bedingung hat man 
demnach 



// 



dxdy 



Zu einem ähnlichen Ergebnisse gelangt man im Falle, dass 
fi — 1 ist, und zwar hat man 

ff dxd y 1 fj / l + sin2e\ 

JJ{oc£:)c^-x^-y^ 2 Jq ^\ 8in2e )^^' 

ö) Durch die Substitution x = u:a, y — v.h kann man aus den 
vorstehenden Ergebnissen die entsprechenden für die Functionen 
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ableiten, wobei an Stelle des Sjreises x*-\-y^ — c* die Ellipse 



tritt. Unmittelbar erhält man dieselben, indem man die Doppel- 
integrale der Functionen (8) durch die Ivory^sche Substitution (S. 117) 
umwandelt. 

20. Fortsetzung. Darstellung des Euler'schen 
Integrals erster Art durch Gammafunctionen 
(3. Beweis). 

Ein besonderer Fall der unter 4) auf S. 155 erwähnten 
Formel ist die folgende: 



*/o t/o 



■f£ 



tf"-^ oc^-^ e-'-y dx dy j 

{70X) 



(a) 



worin a, ß beliebige positive Zahlen sein dürfen und XOY 
den ins Unendliche ausgedehnten ersten Quadranten bedeutet. 
An diesem Doppelintegral führe man die Transformation 

x^u{\— v) y^uv (b) 

mit der Funetionaldeterminante J(u, v) '= u durch. Einem 
Constanten u entspricht die Gerade x + y ^u, welche von 

den positiven Axen je das Stück u ab- 

Fig. 26. 

jjr schneidet (PQ in Fig. 26), einem con- 

stanten v die Gerade vx ^ (1 — v)y 

durch den Punkt 0(0r). Um den 

ganzen Quadranten mit Schnittpunkten 

(M) der Parallelen zu PQ und der 

Strahlen des Büschels zu bedecken^ 

r muss u alle Werthe von bis + ^? 

V alle von bis 1 annehmen. Das 

Gebiet <l> in der mv- Ebene ist mithin der zur M-Axe parallele 

Streifen 7t im ersten Quadranten zwischen den Geraden t; = 

und t?= 1. Lassen wir duy dv, sowie dx^ dy positiv sein, so ist 
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J(Uy v) dudv = u du dv 

positiv, folglich in (6) auf S. 190 ^ = 1 zu setzien. Nach 
allem diesen ergiebt sich die Umformung 

r(a)r(/3) = / / M«+i^-i t;«-i(l _ vy-^e-»dudv 



t/o «/o 



(c) 



= r(a + ^)B(a, ß). 

Dies ist der einfachste Beweis der schon in XYI. 8 und 
XVni. 16 erwähnten Euler'schen Formel.^) 



1) Vgl. Jacobi, Werke VI. S. 62. Schon früher hatte Poisson 
(J. de r^fic. polyt. Cah. 19 S. 477) das Doppelintegral (a) durch die in 
zwei Schritte zerlegte Substitution 

a; = t* : (1 + «?) y = t«w:(l-|-«?), 

welche dadurch, dass v für «? : (1 -|- w) gesetzt wird, in die Jacob i'sche (b) 
übergeht, in das Product (c) verwandelt. 



XIX. Abschnitt. 

Geometrische Anwendungen der Doppelintegrale. 

1. Die Zahl für eine beliebige ebene Fläche. 
Bereits auf S. 60 wurde gelegentlich die Zahl für eine von 

beliebig vielen gewöhnlichen Rändern begrenzte, im Endlichen 
gelegene Fläche % durch das eigentliche Doppelintegral 

S^ dx dy (1) 

erklärt. Durch Einführung der Veränderlichen w, v mittelst 
der Gleichungen x = q>[u, v), y = ^(w, v) lässt sich das 
Doppelintegral (1) auf die Form 

t S^ J(u, v) du dv (* = ± 1) (2) 

bringen (S. 111). So erhält die Flächenzahl z. B. bei Zu- 
grundelegung von Polarcoordinaten r, 6 (S. 113), wobei 

X = r cos y = r sind 

gesetzt wird, den Ausdruck 

cS^yrdrdd, (3) 

worin, wenn r, dr, dd als positiv angesehen werden, t das 
Zeichen der vorgelegten Fläche 5 bedeutet. 

Auch des namentlich für die Berechnung von Flächen- 
zahlen oftmals sehr bequemen Satzes, dass die Zahl einer 
aus einer endlichen Anzahl von Theilen zusammengesetzten 
ebenen Fläche gleich der Summe der diesen Theilen zu- 
kommenden Zahlen ist, wurde bereits gedacht (S. 77). Es 
wäre nicht logisch, denselben zur Erklärung der Zahl einer 
aus Theilen bestehenden Fläche zu benutzen. 

2. Zurückführung der Zahl einer ebenen Fläche 
auf ein einfaches Integral. 

Versteht man unter % die in Fig. 10 auf S. 82 ge- 
zeichnete Fläche K^L^L^K^, deren Begrenzung aus den zur 
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y-Axe parallelen Strecken K^K^j -^i A ^^^ den Curven K^L^, 
K^L^y deren Gleichungen bezw. j/ = ^^(ä;), y '=^ ^^{x) seien, 
besteht, so findet man (S. 91) für die Zahl von % 

S^dxdy=l {(f^ix) — (p^{x)) dx, (4) 

Wenn die Curven y =^ (Pi(x) und y =' (p^ix) sich auf 
derselben, z. B, der positiven Seite der t/-Axe, ins Unendliche 
erstrecken und dabei (p^ {x) — q)^ {x) für alle Werthe von x 

Fig. 27. 





grösser als a dasselbe Zeichen hat und bei lim x = + oo 
zum Grenzwerthe Null convergirt, so gilt im Falle, dass 



das Integral 



/" 



((fii^) - (Pi(x)) dx (5) 



einen Sinn hat, dasselbe als Zahl der Fläche, welche von 
der Strecke K^K^ und den von K^ und K^ ausgehenden 
Curven begrenzt wird. Dies folgt unmittelbar aus der auf 
S. 148 für die Zahl einer solchen Fläche aufgestellten Er- 
klärung vermittelst des 1. Satzes auf S. 152. 

Beispiel. Wir denken uns in der rcy- Ebene die Curve 

2/ = 1 : a?'* (f* > 1) 
von dem der positiven Abscisse x = a=OÄ entsprechenden Punkte B 
an bis ins Unendliche construirt (Fig. 27). Dann gehört zu der von dem 
unendlichen Bogen B CT, dem unendlichen Halbstrahle ÄX und der 
Ordinate AB begrenzten Fläche UBÄX eine endliche Zahl, nämlich, 
da in (5) (pi(x) = 0^ (p^{x) = l:x^ zu setzen ist. 

Ja x^^ U — l)a'* 
Auf dieselbe Art ergiebt sich aus der Formel (3) für 
den positiven Sector OÄB (Fig. 28), dessen Bogen AB von 
jedem innerhalb des Winkels AOB gelegenen Halbstrahle 
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durch blos in einem Punkte M und zwar im Abstände 
OM=^re von geschnitten wird, wenn die AnomaUen 

XOä und XOB mit a und ß bezeichnet werden, 

(0 < a < /5 < 2ä). 

Ist a = und /J = 2«, so geht der Sector über in die 
Fläche, welche begrenzt ist von einer einfachen geschlossenen 
Linie, die den Punkt umgiebt und von jedem Halbstrahl 
durch ihn nur in einem Punkte geschnitten wird. Wenn 
r« = r^ « ist, so fallen die Punkte AB beide mit zu- 
sammen und es werden die Halbstrahlen OAy OB zu den 
Halbtangenten in der nunmehr geschlossenen krummen 
Linie, welche die Fläche begrenzt. 

Betrachten wir femer die Fläche ABB^A^, welche be- 
grenzt ist von den geraden Strecken AA^ und BB^ und den 
krummen Linien AB, A^B^ mit den Polargleichungen 

r^m und r^f,{%), 

wobei f{ß) und f^{&) für alle Werthe von 6: a<0</3 ein- 
deutig, stetig und nicht-negativ sein sollen, so finden wir 
dafür aus (3) den Ausdruck 

ABB^A^^ j dB rdr 

Beispiele sur Formel (6). 1) ,,Der Inhalt (A) der Ellipse 
mit der Gleichung 

aa:*+ 26^:2/ + ci/*=l (ac — 6'>0, a>0, C>0) 

in den rechtwinkligen Coordinaten x,y ist «iVac — 5*." Setzt man 
nämlich hier x — r cos 6 , y = r sin 6 , so findet man 

r*=l :(aco8e*+2&cosesine-f ccose*), 

somit nach (6) 

._l p''_ de 



0) 



cos 0*-j- 26 cos 6 sin d -f c sin 6* 



Zerlegt man dieses Integral in die beiden von bis n und von 
n bis 2«, so erweist sich das letztere durch die Substitution = «-f-ö' 
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als mit dem ersteren identisch. Theilt man das Integral von bis ic 
in die beiden von bis n:2 und von n :2 bis n und führt alsdann 
in diese die neue Veränderliche u^t&nd ein, so erhält man nach (10) 
auf S. 392 d. I. T. die Formel 



A = TT : Yac — b\ 

2) „Der Inhalt einer jeden der beiden Hälften der Lemniscate 

r*sa^ cos 2 6 
(vgl. n. S. 302) ist nach (6) 



2 J 7 



8 

co8 2edo =— •" 



n 

T 



3) „Der Inhalt des zum Folium Cartesii, dessen Gleichung 

ist, gehörigen Ovals beträgt — a*." Man setze wieder 

6 

a; = r cos 6 y =*= r sin d. 

8. Fortsetzung. Man kann das Doppelintegral (1)^ 
wie auf S. 101 angeführt ist^ mittelst des Green'schen Satzes 
in das Aggregat von so vielen einfachen Integralen ver- 
wandeln , als die Fläche f$ Ränder hat. Besitzt sie nur den 
einen Rand r, welcher durch die Gleichungen 

x=^xt y'^yt (cc^T'^ß) (8) 

dargestellt ist, so erhalten wir für ihre Zahl A die Formel 

*-|/'(--t-!'.*)'"- W 

Einen besonderen Fall davon bildet die Formel (6), wenn 
a = 0, ß = 2% ist. Man braucht nur als Parameter r die 
Anomalie zu nehmen. 

Kommen im Rande r mindestens zwei Ecken, d i. Punkte 
mit zwei verschiedenen Halbtangenten oder Krümmungs- 
radien nach vorn und nach rückwärts vor, so wird das 
Integral A in ihnen getheilt, so dass es in eben so viele 
Theile zerfällt, als Ecken da sind. Jedes dieser Theil- 
integrale kann durch Einführung einer neuen Veränderlichen o 
an Stelle von r umgeformt werden. Demnach darf man 
irgend eine analytische Darstellung des von zwei aufeinander- 
folgenden Ecken begrenzten Stückes von r, das auch eine 
gerade Strecke sein kann, verwenden; nur ist das bezügliche 
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Theilintegral so anzusetzen, dass während die Integrations- 
veränderliche von der unteren zur oberen Grenze desselben 
übergeht, das betrachtete Stück von r in dem vor- 
geschriebenen Sinne zurückgelegt wird. — Wendet man 
das Gesagte a,uf den Sector OÄB in Fig. 28 an, wobei der 
Bogen AB, welcher jetzt durch die Gleichungen (8) dar- 
gestellt werde, keiner Beschränkung mehr unterworfen ist, 
so erhält man 

OÄB = ij^ (x. ^^-y/^^dT + J{BO) + J{OA). 

Die auf die Strecken BO und OA entfallenden Integrale 
J{BO\ J{OA) verschwinden; denn führt man in den Ausdruck 

dyt dyt 

z. B. 

Xt = taonXOB yr=-T sin XOB (OB^r^O) 

ein, so ist er identisch Null. Wir gelangen somit zur Formel 

Sie lässt sich auch aus der Formel (6), welche ein besonderer 

Fall von ihr ist, dadurch ableiten, dass man unter dem / 

an Stelle von die Veränderliche r vermittelst der Formeln 

re cos d = Xt re sin d = yt 
einführt. 

Das Integral in (9) gilt als Definition für die zu 
einer beliebigen, sich selbst schneidenden ge- 
schlossenen Linie r, welche durch die Gleichungen (8) 
dargestellt ist, gehörige Flächenzahl. Eine solche Linie 
zerfällt nämlich in eine bestimmte Anzahl von einfachen 
geschlossenen Linien. In eben so viele Glieder, die für sich 
sowohl positiv als negativ sein können, lässt sich dwm auch 
die rechte Seite von (9) zerlegen. 

Hat z. B. die Linie r nur den einen Doppelpunkt, welcher den 
Werthen r = y und r = ^ (cf<y<^<l3) des Parameters entspricht, 
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so zerfallt sie in zwei einfach geschlossene Linien (Ovale) (vgl. 
Fig. 29). Das Integral in (9) zerlegt man in 



W *U'-^U' 



Das zweite giebt unmittelbar die Zahl der von einem der Ovale be- 
grenzten Fläche an und zwar ist diese positiv oder negativ je nach 
dem Sinne, in welchem das Oval bei der dem p^^ 29 
wachsenden t entsprechenden Bewegung beschrieben x^Ov 

wird. Das erste und dritte jener Integrale üässt man QQ k ) 
zur Zahl för die vom zweiten Ovale begrenzte Fläche 
zusammen, indem man im dritten x = t' -\-S — y setzt, so dass dem 
Werthe x = S der Werth x' = y entspricht. 

Ist die Maclie $ von zwei Rändern r und r^ begrenzt 

(Fig. 12 auf S. 97), wovon der erstere durch die Gleichungen 

(8), der letztere durch die Gleichungen 

x = Xit y = yit («i^i^^A) 
dargestellt sei, so erhalten wir ihre Zahl (A) aus der Formel 

* = \X% t-y '-^> - \£%' ' %' - »" ¥) "'■ o«) 

In ihr ist als besonderer Fall die Formel (7) enthalten, wenn 

man sich dort a » 0, ß = 2n denkt. 

Beispiel. „Es sei in der 2; y- Ebene eine einfache, geschlossene 
Linie gegeben, in jedem Punkte mit einer vollständigen Tangente 
versehen, welche sich längs der Linie stetig ändert. Denken wir sie 
uns im positiven Sinne beschrieben und führen den von einem festen 
Punkte der Linie an gezählten Bogen a als Parameter ein, so seien 
die Coordinaten eines willkürlichen Punktes M derselben durch die 
Grleichungen x — Xa y=Ya (0 ^ ff ^ Z) dargestellt, wobei X die Länge 
der ganzen Linie bedeutet. In M errichte man die Normale der 
Curve, wobei der auf die Innenseite der Linie fallende Halbstrahl als 
ihre positive Richtung n zu bezeichnen ist, und trage auf dem Halb- 
strahle n ein Stück MN^ =H auf. Der Punkt N^ beschreibt, wenn 
H gehörig klein gewählt ist, die innere Aequidistante zur 
gegebenen Linie. Tragen wir auf der äusseren Normale in M 
das Stück MN= — H auf, so beschreibt N die äussere 
Aequidistante zur gegebenen Linie. Der Inhalt des von diesen 
beiden Aequidistanten zur gegebenen Linie einge- 
schlossenen Ringes beträgt 2HI.'''' — Da, wie bereits auf S. 96 
bemerkt wurde, 

*■ dYa * dXa 

COS xn — z — sm xn = — _ — 

da de 

ist, so finden wir für die C!oordinaten Xaya von N 
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dYa 



Xa— Xa = MN cos xn^ H 



de 



ya— To — MN Bin xn^ ^ H-^ — j 

ad 

d. i. 

x„ = X„ + H^ ya=T„-n^- (U) 

Die Coordinaten xia yia von N^ sind dagegen 

Xlo = Xa-H^ yi„=Yo + H^- (12) 

da da 

Wir haben nun in (10) an Stelle von Xt yt die Ausdrücke (11), an 
Stelle von xit yit (12) zu setzen und können die beiden Integrale, 
da ihre Grenzen dieselben, nämlich <r » und a — X sind, in eines 
zusammenziehen. Bemerken wir noch, dass 

dxa _dX.a .jj.d*Ya dya _dYa jj.d^Xa 
da ~^ da da* ' da ^ da da* 

u. s. w. ist, so erhalten wir schliesslich für jene Ringflilche 
Durch partielle Integration ergiebt sich: 



-£WK-i)'y" 



worin der Minuend verschwindet, weil für a = X sowohl der die Curve 
Xff Ya beschreibende Punkt ilf , als auch die Tangente in demselben 
in ihre Anfangslage bei a » zurückkehren. Somit erhält man aus 
(13) die Formel 

da bekanntlich (vgl. S. 318 d. II. T.) 



8 
= 1 



\da j'^\da ) 
ist. 

4. Die allgemeine und vollständige Erklärung 
der Körperzahl und zwar der absoluten und relativen. 

Will man logisch vorgehen, so muss man die Erklärung 
jener Zahl, welche der Inhalt eines vorgelegten Körpers 
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heissen soll^ an die Spitze stellen. Auf Grund anschaulicher 
Vergleichung lassen sich, wie aus den Elementen der Stereo- 
metrie bekannt ist, blos die Zahlen der Prismen feststellen. 
Schon die Zahl des Tetraeders hat bisher nur als Grenzwerth 
von Prismensummen erklärt werden können. Ihre voll- 
ständige Begründung erfährt sie auf die nämliche Weise, 
wie die aller übrigen Körper, die keine Prismen sind. 

Wir können dabei ganz ähnlich vorgehen, wie bei der 
Aufstellung der Flächenzahl in XVII. 4. Es sei ein von 
einer endlichen Anzahl von einfachen geschlossenen Flächen 
begrenzter Körper Ä gegeben, dessen Oberfläche mit jeder 
Parallelen zu einer der drei rechtwinkligen^) Goordinatenaxen 
höchstens eine bestimmte Anzahl von Punkten (vgl. S. 38) 
gemein hat. Nun denke man sich eine Schaar von Prismen 
rj,r2...r„ construirt, welche den Körper ft gerade er- 
füllen, so dass also jedes von ihnen mindestens einen Punkt 
mit ^ gemein hat und jeder Punkt von ^ mindestens zu 

n 

einem von ihnen gehört. Alsdann hat^^r^ einen positiven 

1 
endlichen Grenzwerth K, wenn jedes Prisma nach den drei 

Dimensionen des Raumes ins Unendliche abnimmt. Denselben 

Grenzwerth besitzt unter den nämlichen Umständen die Summe 

aller jener unter den Prismen r^ . . . r„ befindlichen, zu 

welchen blos Punkte von Ä gehören. K ist die Zahl des 

Körpers ^. Sie heisst auch das dreifache Integral jener 

Function, welche in jedem Punkte xy^ des Körpers Ä den 

Werth 1 hat, über denselben, so dass man setzen kann 



J J Jm 



dxdydz. (I) 

(ß) 



1) Das System der Coordinaten x (Abscisse), y (Ordinate), 
z (Applicate) soll stets, wenn nicht ausdrücklich das Gegentheil be- 
merkt ist, rechtwinklig sein und zwar sollen die Axenwinkel 

^ ^ ^ Tt 

xy=^yz = zx== — 

und jede positive Axe die positive Normale für die von den beiden 
andern gebildete Ebene sein; d. h. das Auge in Z sieht die Viertel- 
Umdrehung von OX zu OY im Sinne von rechts (über vorne) nach 
links vor sich gehen u. s. w. 



208 XIX. Abschnitt Nr. 4. 

Bekanntlich lassen sich aus den Prismen relative Grössen 
ableiten. Bezeichnet man nämlich einen von beiden Drehungs- 
sinnen als den positiven, z. B. den dem Gange eines Uhr- 
zeigers entgegengesetzten, und setzt im Umfange der einen 
von den beiden Grundflächen des Prismas einen bestimmten 
Umlauf fest, so erscheint derselbe von jedem Punkte der 
anderen Grundfläche aus entweder als positive oder negative 
Drehung. Der mit diesem Zeichen versehene Inhalt des 
Prismas bildet dessen relative Zahl. Um sie zu bezeichnen, 
schreibt man neben dem festgesetzten Umlauf der einen 
Grundfläche nach einander die ihren Ecken entsprechen- 
den der andern, d. h. diejenigen, welche mit ihnen je auf 
einer der unter einander parallelen Seitenkanten des Prismas 
liegen. So erhält man z. B. für ein vierseitiges Prisma mit 
den Grundflächen Ä^A^Ä^Ä^, B^B^B^B^y wobei J-^JB^ . . . A^B^ 
die Seitenkanten des Prismas vorstellen, den Ausdruck 



1) Denkt man sich in der Ebene A^Ä^Ä^Ä^ den positiven 
Drehungssinn willkürlich festgesetzt, so nennt man diejenige Seite 
einer Normalen auf dieselbe die positive, von welcher aus diese 
Drehung als dem Gange des Uhrzeigers entgegengesetzt erscheint. 
Zieht man dann von 5^ das Loth B^H^ auf die Ebene A^Ä^Ä^A^y 
so hat man für die relative Zahl des in Rede stehenden Prismas 

(Ä,A^A,Ä^, B,B,B,B,}=^Ä,Ä^A,Ä,xH,B,. 

Dabei ist das Zeichen der Fläche ÄiA^A^Ä^ gemäss des in ihrer 
Ebene angenommenen positiven Drehungssinnes und das der Strecke 
H^B^ gemäss der positiven Normalenrichtung zu dieser Ebene zu 
bestimmen. 

Lassen wir dieses Prisma ein Parallelepiped sein, dessen Kanten in 
der Ordnung A^A^^ ■^i^i-> -^i^^i ^^^ ^^^^ i^ Punkte entspringen- 
den, beliebig gewählten Richtungen x, y, z parallel sind, so haben wir 

A^A^A^A^ = A^A^, A^ A^ sin ajy, H^ B^ = A^ B^ cos z'p^ 

unter ^ die positive Normale auf die Ebene xy verstanden. Demnach 
finden wir 

A A 

(^1 A^A^A^^ B^ B^ B^ B^ =^A^A^.A^A^.A^ B^ sin xy cos Z'p. 

Das Product sinicycos-srjp heisst nach v. St au dt (Journal f. Math. 
24 Bd. S. 252) Sinus der Ecke xyz und wird mit ^inixyz) be- 
zeichnet. 
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Lassen wir nun die Tj , Tg . . . r„ entweder, wie oben, 
sämmtlich positiv oder sämmtlich negativ sein, so gelangen 
wir zur relativen Körperzahl, deren Zeichen mit dem 
gemeinsamen Zeichen der Xr übereinstimmt. Die Formel (I) 
ist demnach dahin zu verallgemeinem, dass jede von den 
Zahlen dXy dy, dz auch negativ sein darf. — Eine andere 
Deutung des Vorzeichens der Körperzahl K findet man auf 
S. 222. 

Aus der obigen Erklärung der Körperzahl ergiebt sich 
der auch für die Berechnung von Körperzahlen wichtige 
Satz, dass die Zahl eines aus einer endlichen Anzahl 
von Theilen bestehenden Körpers, welche mit ihm 
gleichbezeichnet sind, gleich der Summe der diesen 
Theilen zukommenden Zahlen ist — und zwar auf 
die nämliche Weise, wie der ihm entsprechende Satz über 
die Flächenzahl auf S. 77 gefunden wurde. Femer geht 
aus der Formel (I) unmittelbar die Bemerkung hervor, 
dass zu congruenten Körpern Ä und Ä' die nämlichen 
Zahlen gehören. Denn es kann ja Ä' an die Stelle von Ä 
treten. 

Das dreifache Integral (I) lässt sich durch Ausfuhrung 
der Integration nach einer der Veränderlichen xyz in ein 
Doppelintegral oder in ein Aggregat von solchen verwandeln. 
Dasselbe Ziel erreicht man durch Anwendung des Green- 
schen Satzes für dreifache Integrale auf das Integral (I) 
(Nr. 9). Es geht dann in ein Aggregat von Doppelintegralen 
über, welche über die einzelnen Begrenzungsflächen von Ä 
erstreckt sind. Wir wollen diese beiden Formeln aber auch 
unmittelbar aus der Figur herleiten, wobei freilich ihre Be- 
deutung insofern abgeschwächt wird, als nur ein Theil jener 
Grenzübergänge, denen sie ihre Entstehung verdanken, be- 
rücksichtigt wird. 

Wenn man ein System schiefwinkliger Coordinaten xyz im 
Räume zu Grunde legt, so hat man die rechte Seite der Formel (I), 
sowie " auch die aller folgenden allgemeinen Cubaturformeln mit der 
Constanten sin {xyz) zu multipliciren. Dies ergiebt sich aus dem Vor- 
stehenden unmittelbar mit Hilfe der in der letzten Note erwähnten 
Formel für den Inhalt eines Parallelepipeds. 

stolz, Differential- u. Integralrecbuung. III. 14 
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5. Die Gubatur cylindrischer Körper. 

Wir betrachten zunächst den folgenden Körper (£. In 
allen Punkten der Begrenzung einer beliebigen in der 
xy-^hene gegebenen Flache § denke man sich die Parallelen 
zur z-Axe gezogen^ welche einen nach beiden Seiten un- 
begrenzten Cylinder büden. Aus ihm werde durch zwei 
einander nicht schneidende Flächen ein Stück ^ ausgeschnitten. 
Die Applicaten dieser Flächen seien durch die Gleichungen 

0-fix,y) z'^f{x,y) (1) 

dargestellt, wobei f{x, y) und fix, y) für jeden Punkt 
von 5 eindeutige und stetige Functionen von x und y be- 
deuten. Und zwar soll für keinen solchen Punkt si — 2^ 
negativ sein. 

Alsdann haben wir für die Zahl des in Rede stehenden 
cylindrischen Körpers 



© = / / / dxdydz 

J J Jm 



und können in dem dreifachen Integral die Integration nach z 
bei Constanten x und y ausführen. Dadurch erhalten wir 

^^ f f{z-z')dxdy}) (2) 

J Jm 

Das Zeichen von S ist das Zeichen des Productes der 
Projection ^ der beiden Endflächen (1) auf die a;y-Ebene 
in die Strecke z — z\ welche ihr Zeichen nicht wechselt, 
während sie parallel zur jsr-Axe über 5 verschoben wird'. 

Der Werth von S lässt sich auf weniger allgemeine Art 
aus der Theorie . der Doppelintegrale herleiten, üeber das 
Gebiet % wird ein System mit ^ gleichbezeichneten Viel- 
ecken Ti, Tg . . . T„ in der Weise ausgebreitet, dass sie es 
gerade bedecken (S. 40). Wir errichten in den Punkten 
ihrer Umfange ebenfalls die Senkrechten auf die a;y- Ebene 
und verlängern eine jede so weit, bis sie die beiden Grenz- 
flächen (1) von S schneidet. Bezeichnet Xryr (^ «= 1, 2 . . . w) 

1) Vgl. G. F. Meyer, Vorlesungen über die Theorie der bestimmten 
Integrale nach Dirichlet 1871 §145. 
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einen beliebigen Punkt des Vieleckes Xrj so wiss^i wir aus 
AVIL 5 und 6, dass die Summe 



}[f{^rjyr) - f\Xr,yr)]Xr 




bei lim Tr = (r = 1 , 2 . . . n) einen endlichen Grenzwerth 
hat. Derselbe kommt bei dem nämlichen Grenzübergänge 
von der Summe 



n 




r{fi<y'r)-f'«yr)}< 



erstreckt blos über alle jene Vielecke t^ . . . r«', welche aus- 
schliesslich Punkte von ^ enthalten, wobei xl^ yl irgend 
einen Punkt des Vieleckes rl bedeutet. Diesen Grenzwerth, 
welcher das Doppelintegral 



J Jm 



[f{x,y)-r{x,y)]dxdy (3) 

(&) 

ist, ordnen wir dem Körper S als Zahl zu, so dass wir 
wieder zur Formel (2) gelangen. 

Häufig kommt von ihr der besondere Fall vor, dass 
eine der Flächen (1) die a;y-Ebene selbst oder eine dazu 
parallele Ebene ist. Wenn z. B. ;8:' =» ist, so geht die 
Formel (2) über in 

^^j I zdxdy, (4) 

Das Zeichen von G, welches sich durch die der Formel 

(2) beigefügte Regel von vornherein bestimmen lässt, giebt 

an, ob der vorgeschriebene Umlauf längs des äusseren 

Randes von % von einem beliebigen Punkte der Endfläche 

z =* f{Xy y) aus als positiv oder negativ erscheint. 

Wenn die Flächen (1) einander durchsetzen, so dass z — z\ 
während der Punkt a;y die Fläche g beschreibt, sein Zeichen wechselt, 
so stellt das Doppelintegral (3) die Summe der zu den einzelnen Zellen, 
welche jene Flächen aus dem unbegrenzten Cylinder ausschneiden, ge- 
hörigen relativen Zahlen dar. Dies ergiebt sich durch passende Zer- 
legung des Doppelintegrals (3) unmittelbar aus dem obigen Satze. 

6. Beispiele. 1) Das Tetraeder OABC^ dessen Ecken der 
Anfangspunkt der Coordinaten und die Punkte Ä, B, C auf den Axen 

14 ♦ 
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OX, OY, OZ sind (Fig. 30). Setzt man OÄ-=-a OB^h OC=^c, so 
ist die Gleichung der Ebene ABC 

a * c 
Folglich hat man nach (4) als Zahl T dieses Tetraeders 

JJiOÄB)\ a & / 

Integrirt man zuerst nach x, lässt also x=OP constant, so geht y von 

bx 
bis PQ, d.i. b • Man. hat demnach 



a 



bx 

a 



a 

hc /*«/. ä;\* hc aA x\^ abc 



Die Strecken a, b^ c können natürlich auch negative Werthe an- 
nehmen. Das Zeichen von T wird folgendermassen gedeutet. Man 

Fig. 30. Fig. 31. 

iZ 
IC 




findet T= abc: 6 = OAB • 00: 3, OAB und OC mit ihren Zeichen an- 
gesetzt. Diese Zahl T, einschliesslich ihres Zeichens, wird mit OABC 
bezeichnet. Es hat somit das Tetraöder OABC, an dem die Auf- 
einanderfolge der Ecken wesentlich ist, das Zeichen-f-oder— , je 
nachdem OAB und OC gleich- oder entgegengesetzt bezeichnet 
sind, also je nachdem der Umlauf OAB von C aus als positiv 
oder negativ erscheint. Dies entspricht der Regel über das 
Zeichen von (£ am Schlüsse der vorigen Nummer. 

2) Der dreiseitige Pfeiler oder prismatische Huf (P), 
welcher von dem über dem Dreiecke OAB in Fig. 31 stehenden 
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unbegrenzten Prisma, dessen Kanten der Axe OZ parallel sind, durch 
die Ebene CA' B' abgeschnitten wird. Die Gleichung derselben ist, 
wenn OG—c AA^ — c' BB' = c" gesetzt werden, 

, c' — c , c" — e 
Demnach hat man ähnlich wie oben 



-ff ( 

J J{OAB)\ 



c + ^-^ x + ^—^ y\ dxdy 



bx 



Der Inhalt des Pfeilers ist somit gleich dem Producte der Grundfläche 
(a& : 2) des Prismas in den Abstand der Schwerpunkte der beiden 

Dreiecköflächen OAB und CA'B\ d.i. ^(c + c' + c"). 

3 

3) Zone (oder Schichte) einer Fläche zweiter Ordnung 
mit einem Mittelpunkt, gebildet von zwei zur Ebene 
zweier Hauptaxen parallelen Ebenen. Verlegen wir den An- 
fangspunkt der Coordinaten in den Mittelpunkt und die Axen xyz 
in die Hauptaxen der Fläche, so haben diese Flächen folgende 
Gleichungen: 

a) das EUipsoid 

b) das Hyperboloid mit zwei Mänteln 

a« "^ &« "•" c* "" ' 

c) das ungetheilte Hyperboloid 

d) der elliptische Kegel 

x^ y^.z* 

Diese vier Gleichungen lassen sich auf die Form 

z^ = ax^-ß^y^+y (5) 

bringen, worin ß^cib ist. Die Vorzeichen von a und y können beliebig 
sein, nur dürfen nicht beide „— " sein, weil dann die Fläche imaginär 
werden würde. 

Aus der Fläche (5) schneiden wir durch die beiden zur yz -Ehene 
parallelen Rhenen 

*C *C| *C — " Xa \Xt ^w Xa) 

eine Zone heraus, deren Inhalt Z zu berechnen ist. Sie wird von der 
icy- Ebene (^^ = 0) geschnitten in einem Vierecke QiQiQ^'Qi oder gf, 
gebildet von zwei Bogen des Kegelschnittes 



-'^ + ^ + - = 
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Fig. 88. 



««•-(5«y* + y = (6) 

und zwei zur i/-Axe parallelen Sehnen desselben. Die Fignr 82 stellt 
die Hälfte unserer Zone im Falle des EUipsoides dar. Es sind OA — a 
OB^B'O^h, OC^c, OF^^a\ OF^'^x^ (-o5^ai<a;, ^ a). Sie 

erhebt sich über dem gemischt- 
linigen Vierecke QiQMQU 
welches aus der Ellipse 

X* . v* 
— 4- — = 1 

durch zwei zur y-Axe pa- 
rallele Sehnen geschnitten ist. 
Wenn die Gleichung (6) auf 
eines der Hyperboloide sich 
bezieht, so ist die Gurve (6) 
eine der Hyperbeln 




X' 



,. = ±1- 



Beim Kegel endlich ist y = und es zerfällt die Curve (6) in zwei 
durch gehende Grerade. 

Da zu dem beliebigen Punkte x^ y die Applicaten 



gehören, so finden wir nach der Formel (2) 



Z-2 ir]/ax''-6*y'' + ydxdy. 

JJ(m 



Lassen wir x^OP zunächst constant und integriren nach y^ so 
sind die Grenzen — (p(x) bis +9(^)1 '^^ 



ist. Demnach ergiebt sich 

} dx I V<pixy-y*dy. 

Aus der Formel für 1 ydx aus S. 314 d. I. T. erhält man , wenn man 
für aj, y bezw. y, 1/9' —y* schreibt, 

(vgl. S. 888 d. I. T.). Also ist 



= ^^^i^ [« (4 + ^ *. + *l) + »y]- 



(8) 
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Bemerkenswerthe besondere Fälle dieser Formel sind: 

a) Die Haube oder Calotte H des Ellipsoides von der 
Höhe h bei der Annahme 



a = 






y=zc^ Xi^a — h iCg = a; 



also 



,, behalt ,^ ,. -. 



b) die Haube oder Calotte H des getheilten Hyper- 
boloids von der Höhe h bei der Annahme 






also 



a 






c) der Kegel mit der Spitze 0, der Höhe a und der Ellipse 

1 






als Grundfläche, bei der Annahme 



a = 



a' 



y = x^^O x^ = a, 



wofür die rechte Seite von (8) in ahcniS übergeht. 

4) Auf ähnliche Art erhält man als Inhalt der Haube des 
elliptischen Paraboloids 



Jxt T ^8 



X 



b* ' c a 

welche durch die Ebene x=x^ von 
ihm abgetrennt wird, die Zahl 

bcx^^n : 2a. 

6) Wir berechnen noch den 
Inhalt des Baumes, welcher ge- -^^ 
meinsam ist piner Kugel und 
einem Cylinder, von dem ein über 
einen ihrer Radien geschlagener 
Kreis ein Normalschnitt ist. Wir 
wählen das Centrum der Kugel 
zum Anfangspunkte (Fig. 33), 

legen die rc-Axe in den gewählten Radius OA^a^ und betrachten 
die Ebene des über OÄ als Durchmesser beschriebenen Kreises I als 




1) Hieraus erhält man für Ä = 2a als Inhalt des ganzen Ellip- 
soides 4a&C7c: 3. 
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xy 'Ebene, so dass die Seiten des Cy linders der z-Axe parallel sind. 
Dann ist die Gleichung der Kugel 

und es entsprechen jedem Punkte x, y der Kreisfläche ÄBÄ'B' die 
beiden Applicaten 

z^ya*—x*—y* z'^ — \/a^—x*—y\ 

Der in Rede stehende Raum befindet sich über und unter dem Kreise ! 
in der rcy- Ebene. Wir erhalten demnach nach der Formel (2) für 
sein Volum V 



r=2 / / ya^-x*-y*dxdy. 



Die Berechnung dieses Integrals wird durch die Einfuhrung von 
Polarcoordinaten (S. 113) sehr vereinfacht. Setzen wir also 

x = r cos y = r sin 6 

und bemerken, dass bei constantem 6 = XÖP r die Werthe von 

— — > — -j be- 

7t 

■3" f*a C08 6 

de I rVa^-r^dr. (9) 

^ Jo 

2 



schreibt, so erhalten wir 



Da 



ist, so haben wir 



S 



a cos 6 ^8 

rYa^— r* (?r = -— (1 ip sin 6*), 



7t 7t 

je nachdem ö zwischen und — oder zwischen und — — liegt. 
Bemerken wir sodann, dass 

/ (1+ sine«) de«/ ^{i-sme^de 

ist, so finden wir aus (9) 

F=— - / (1— sine»)(ie = — — 1 8ine»flfe. 

Nach S. 342 d. I. T. ergiebt sich nun vermöge der Formel 

4 sin e» =s 3 sin e — sin 3 e 

Y 
2a»7r a»|/cos3e _ \ 2a»« 8a» 



,^ 2a''7r a" /cos3e ^ \ 



9 
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Somit ist 



2a»3r 



8a' 




<h 



d. h. der Körper, welcher von der Halbkugel 
3 9 

über und unter dem Halbkreise B'ÄB nach Wegnahme des in Rede 

stehenden Cylindjers übrig bleibt, hat ein rationales Verhältniss zu a' 

(Satz von Yiviani). Sein vierter Theil ist das über der Fläche OPÄB 

stehende Stück jener Halbkugel. 

7. Fortsetzung. Zone eines Umdrehungskörpers. 

Denken wir uns in der a?«/- Ebene eine Curve CD (Fig. 34), 
welche von einer Parallelen zur t/-Axe höchstens in einem 
Punkte geschnitten wird. Die Ab- 
scissen der Punkte C, D seien 
OÄ^a, OB=b und die Gleichung 
der Curve y = f(x), wobei f(x) für 
alle Werthe von x im Intervalle 
(a, b) eindeutig und stetig sein 
soll. Lassen wir diese Curve eine -^ 
volle Umdrehung um die x-Axe 
ausführen, so beschreibt ein jeder 
Punkt derselben einen Kreis, dessen 
Mittelpunkt seine Projection auf 
die X'Xxe und dessen Radius seine 

Ordinate f(x) ist. Die Coordinaten y, aller Punkte der so 
entstandenen ümdrehungsfläche, welche die nämliche Ab- 
scisse X = OP haben, erfüllen demnach die Gleichung 

y'+is'^f{xy, (10) 

Wir wollen nun den Inhalt V des Körpers berechnen, 
welcher von dieser Umdrehungsfläche und den beiden, in 
Ä und B auf die Drehungsaxe senkrechten Ebenen begrenzt 
ist, was nach der Formel (2) geschehen kann. Das Inte- 
grationsgebiet 5 bildet das gemischtlinige Viereck CC^D'D, 
gebildet von den zwei zur x-Axe symmetrisch liegenden 
Curven CD und CD' und den Lothen CC\ DD^ auf diese 
Axe. Zu jedem Punkte xy desselben gehören zwei Punkte 
der Umdrehungsfläche, deren Applicaten nach (10) sind: 



c' 




^. 



Somit ist 



F= 2 / / Vf(xy-y^dxdy. 
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Hier lässt sich eine Integration stets ausfahren. Inte- 
griren wir nämlich zuerst nach y, so geht y von 

pQ'--m bis PQ^fix). 

Wir finden also 



somit nach der Formel (7) 



2 / dx 

Ja J--f{ 

) 



f(xy dx. 



(11) 



Beispiele. 1) Ist f{x) durchaus einer Constanten c gleich, so 
liefert die Formel (11) den Inhalt des geraden Cylinders von der 



Pig. 35. 





Höhe 6 — a und der Grundfläche c*«. — Die Zonen der übrigen üm- 
drehungsflächen zweiter Ordnung erhalten wir schon aus den Formehi 
in 3) und 4) der vorigen Nummer, wenn wir daselbst b = c setzen. 

2) Lassen wir den von der y-Axe halbirten Bogen KK' (Fig. 35) 
der Ellipse 



X 



y' 



a 



? + fr = i («<6) 



um ihre grosse Axe sich drehen, so entsteht ein fassförmiger 
Körper. Wenn wir die Abscissen der Punkte K, K' 

OL^l OL'=-l 
und ihre Ordinaten 

setzen, so ist der Inhalt F dieses Körpers nach der Formel (11) 



3 

Man kann also das Fass F als Cy linder berechnen, dessen Höhe 22 
ist und dessen Grundfläche den Eadius 
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V 



3 



hat. Wenn man aber bedenkt, dass die Krümmung des Fasses, 
d=HB = b — k, stets so klein ist, dass man schon ihr Quadrat ver- 
nachlässigen darf, so kann man zufolge der Formel 



y—s—'^V — 3 — ^^l/^-3-&+8F 



für V(26«+Ä;«):3 



. d ib+k 
ö — — — 



3 3 



setzen (Lambert^sche Näherungsformel). 

3) Bei der Umdrehung eines Kreises (vom fladius a) um eine 
ihn nicht schneidende Axe in seiner Ebene entsteht eine wulstförmige 
Fläche vom Inhalt W. Machen wir die Drehungsaxe zur x-y die 
Senkrechte vom Mittelpunkte C des Kreises auf dieselbe zur 2^- Axe 
(Fig. 36) und setzen OC=b, so ist die Gleichung des Kreises 

Ziehen wir den zur Ä-Axe parallelen Durchmesser BB' und die Lothe 
BA und B'Ä' auf dieselbe, so finden wir nach der Formel (11) für 
den Inhalt des durch Drehung der Fläche ABDB'Ä' um XX' er- 
zeugten Körpers 



i£i 



(b + ya*-x*ydx. 



Desgleichen ergiebt sich für den Inhalt des durch Drehung der Fläche 
ÄBD'B'Ä' um XX' erzeugten Körpers 

V':=n jib-Va^-xydx. 

Somit erhalten wir für den Wulst nach Formel (7) 

Tr==7-F'-4«5rVa'~^*öfa;-4»6~ = 2a«&«». (12) 

W ist also gleich dem Producte der sich drehenden Kreisfläche, a*«, 
in den Weg ihres Mittelpunktes, 26». 

Wenn die Drehungsaxe XX' den Kreis {G, a) schneidet, so ist, 
wie man leicht finden wird, 2a^bn* gleich dem Unterschiede der ab- 
soluten Zahlen der Körper, welche durch-^mdrehung der beiden Ab- 
schnitte, in die der Kreis durch die Drehungsaxe zerlegt wird, um 
dieselbe entstehen. 

4) Wenn man die Fläche 5 in Fig. 10 auf S. 82 eine volle Um- 
drehung um die a;-Axe machen lässt, so erhält man aiif ähnliche 
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Weise, wie W in 3) berechnet ist, für den Inhalt W des dadurch 

[qpj (a;)' — qpj (xy] dx. Dieses Integral er- 

giebt sich auch bei der Aufgabe, die Ordinate Y des Schwerpunktes 
der homogen mit Masse belegten ebenen Fläche gf zu bestimmen. 
Man hat nämlich bekanntlich 



JJ(5) 



dxdyi^, (13) 



worin fjf auch die Zahl der Fläche fjf bedeutet. Führt man in diesem 
Doppelintegral zuerst die Integration nach y aus, so erhält man ver- 
möge der Formel 



/ 



y dy = - y^ ■{■ const. 



// ydxdy^-j [fPi(xy-(Pt(xy]dx. 

Somit hat man 

r= W: 2«f5 oder TT- g • 2n Y, 

d. h.der Inhalt des durch Drehung der Fläche fj erzeugten Körpers 
ist gleich dem Producte der sich drehenden Fläche fj in den Weg 
ihres Schwerpunktes. (Guldin'sche Regel, welche natürlich die 
Kenntniss dieses Schwerpunktes voraussetzt.) 

8. Inhalt eines Körpers, dessen einzige Ober- 
fläche bestimmt ist durch die drei Gleichungen; 
welche die Coordinaten eines beliebigen Punktes 
derselben als Functionen zweier Parameter dar- 
stellen. 

Die Coordinaten eines willkürlichen Punktes der einen 
Oberfläche D des vorgelegten Körpers K seien dargestellt 
durch die Gleichungen 

X « (p(u, v) y^ '^{xy t?) ^ = xiuy v). (1) 

Und zwar soll dadurch, dass den Yeränderlichen w, v ein 
geschlossenes endliches Gebiet <t> in der uv-TSbene an- 
gewiesen ist, der Punkt xy£f die gesammte Oberfläche D 
einmal beschreiben. Es soll also jedem Punkte u, v ein 
und nur ein Punkt von O und umgekehrt jedem Punkte 
von D ein Punkt w, v und falls dieser innerhalb <t> liegt, 
nur dieser eine Punkt entsprechen. 

Satz. „Es sei das Gebiet in der uv-Ehene ganz im 
Endlichen und zwar zwischen den äussersten Abscissen 
u =^ a u^ a^ (a<a') und den äussersten Ordinaten v ^ ß 
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«;«=/?' (j3</3') gelegen. Theilt man die Strecken a'— a, 
ß^ — ß auf den Axen t; «= 0, w == in beliebig viele Theile: 

a'-a=^d^+d^+'*' + drr.y ß' - ß -- e^+ e^+ '- + Cn (2) 
und zieht durch die Theilpunkte der ersteren, deren Abscissen 

seien, die Parallelen zur v-Axe und durch die Theilpunkte 
der letzteren, deren Ordinaten 

i^l = /^ + ^1 ^2 == /^l + ^2 • • • ßm — t == /5m— 2 + ^m-l 

seien, die Parallelen zur M-Axe, so wird die w«;- Ebene mit 
einem Netz von Rechtecken drßs überzogen. Wir setzen 

^(«r, ßs) = OOrs '^^{(Xry ßs) = Vrs lij^ry ß») =» ISrs 

und nennen den Punkt von mit diesen Coordinaten Mr^^- 
Alsdann bilden wir die das Gesetz der Kanten erfüllende 
Summe von Tetraedern mit dem Anfangspunkte als der 
gemeinsamen Spitze 

ausgedehnt über alle Rechtecke mit den Ecken 

(cCr-i, ßs-l) (cCr-l, ßs) (oCr, ßs-l) (cCr, ßs) 

in der t*i;- Ebene, welche blos Punkte von enthalten. 
(Man beachte, dass der zweite Punkt im ersten Gliede -von 
(3) aus dem ersten Mr—i^s—i durch Aenderung des zweiten 
Parameters v hervorgeht)." 

„Wenn nun nicht allein die Functionen g? (u, v\ ^ {^v)y%{u^ v\ 
sondern auch ihre partiellen Dififerentialquotienten erster 
Ordnung im Gebiete mit Einschluss seiner Begrenzung 
stetig sind, so hat die vollständige Tetraedersumme (3) 
bei unbeschränkter und unbegrenzter Abnahme der 

dr(r = \ , . ,m) und der e^is = 1 . , ,n)j 

deren Summen jedoch bezw. «'— a und ß^ — ß bleiben 
müssen, den Grenzwerth 





/^ /^ 


X y z 


1 

3 


ff 


dx dy dz 

du du du 


j 


U 


dx dy dz 
dv dv dv 



dudv. 



(4) 
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Er wird als Zahl V des von der Fläche D begrenzten 
Körpers Ä erklärt/' 

jfDBS Zeichen der Zahl V lässt sich auf folgende Art 
von vornherein bestimmen. Man greife die Grundfläche 
eines der in der Summe (3) vorkommenden Tetraeders^ z.B. 
Mr.s—iMr^i^sMr^ty hcraus (natürlich unter Festhaltung der 
Anordnung der Ecken) und setze in ihrer Ebene den positiven 
Drehungssinn nach Belieben fest. Alsdann errichte man in einer 
der drei Ecken, z. B. in ilfr,«; die Normale auf die Ebene und 
markire auf derselben einen Punkt N im Innern des Körpers S. 
Lässt man diejenige Richtung der Normalen , welche von den 
Füssen zum Kopfe eines in Mr^ g stehenden Beobachters läuft, 
der die positive Drehung in der Ebene Mr^s—i^r—i,iMr,$ 
in der Richtung von rechts über vorne nach links vor sich 
gehen sieht, die positive sein, so stimmt das Zeichen von V 
mit dem des Productes J!fr,,_i Jfr— i,«ilfr« x -MrÄ-N" überein.'^ 

Beweis. Wie schon auf S. 212 anlässlich eines be- 
sonderen Falles bemerkt ist, haben wir den Tetraederinhalt 

ÄBC0^ÄBC'H0:3 (5) 

zu setzen, wobei ÄJBC und das Loth HO von auf die 
Ebene ABC mit ihren Zeichen zu nehmen sind, und zwar 
die Strecke HO gemäss der in der Normale auf ABC nach 
dem Obigen zu wählenden positiven Richtung. AB CO hat 
demnach das Zeichen + oder — , je nachdem dem in be- 
findlichen Auge der Umlauf ABC von rechts über vorne 
nach links oder entgegengesetzt gerichtet erscheint. 

Die Summe (3) erfüllt das Gesetz der Kanten^), d.h. es 
kommt in den Grundflächen der Tetraeder neben jeder Seite 
die entgegengesetzte vor, z.B. neben ibT^—i, , Jf^,, die Seite 
Mr,s^r-i,s im Dreiecke ilfr-i,«^r-i,«-fi JS^r,«. Eine solche 
Summe von Tetraedern wollen wir als vollständig bezeichnen. 
Nach einem bekannten Satze*) ändert sich die Summe (3) nicht, 
wenn man den Punkt durch irgend einen anderen ersetzt. 
Auch wird man leicht finden, dass das Zeichen dieser Summe 
im Falle, dass die Grundflächen der darin vorkommenden 



1) Vgl. Möbius, Werken. S. 477. 

2) Vgl. Möbius, Werken. S. 494. 
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Tetraeder ein Polyeder nmschliessen, dureli die soeben an- 
geführte Hegel bestimmt wird.^) 

Nun müssen wir die Summe (3) durch die Cootdinaten 
der Punkte Mr» ausdrücken. Betrachten wir überhaupt vier 
Punkte M{x, y\ M'(x\ y'), M"(x", y'% M"'(x"\ y"') der 
Flache D^ welche der Reihe nach den Werthsystemen 

(u, v) (m, v + e) (u + d,v) (u + djV + e) 

entsprechen mögen. Wir haben also 

x'—x=^ q>(u, v + e) — q>(u, v) = ^(|f + <^)> (6) 
worin 6 = yl(tt, v + rje) — 9i(w, v) (0 < iy < 1) 

bei lim c = + 

zum Grenzwerthe Null und zwar zufolge der Voraussetzung^ 
dass g>!,(u, v) in allen Punkten des Gebietes <l> stetig ist, 
dafür gleichmässig convergirt^ Ebenso können wir 

x"-x=^ q>{u + rf, t;) - <jp(«, ^)-d(^ + 9) 0) 

setzen, wobei q bei lim d = gleichmassig for alle Punkte 
von <t> zum Grenzwerthe convergirt Das Nämliche gilt 
bezw. Yon den Funktionen P, Z in den Formeln 

a^"'-x'=d(p^+P) a.'"-x''=e(|f+z). (8) 

Den Formeln (6) — (8) entsprechen ähnliche für die Differenzen 
der Ordinaten und Applicaten« — Bekanntlich^ besteht die 
Formel 



x y z \ \ X, y, z 

a^fy'^f =^\x"-x,y"-y,z"--z\.(9) 



jr ^Jf ^tr 



x-y-z- \x' — x, y — y, z' — z 



1) Wenn es im Innern des Polyeders einen solchen Punkt giebt, 
dass die ihn mit den Ecken verbindenden Strecken nirgends ans dem 
Polyeder heraustreten, so ist die Richtigkeit dieser Behauptung un- 
mittelbar ersichtlich. Jedes andere einzellige Polyeder lässt sich aber 
in eine endliche Anzahl von Theilen zerlegen, welche die soeben er- 
wähnte Beschaffenheit besitzen. 

2) Vgl. L T. S. 55 Satz 6). 

3) YgL z.B. Baltzer, Determinanten § 15,4 und die Kote auf 
S. 207. 
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ESeraus ergiebt sich mittelst der Formeln (6), (7) und der 
ihnen entsprechenden für y^ — y u. s. f.^ dass^ wenn man die 
Determinante 



X 


y 


z 


dx dy dz 
cu cu cu 


dx dy 


dz 


dv 


dv 


dv 



mit P(w, v) bezeichnet, 

MM' M}'0^\ [P(«, V) + -B(d, a)] de (10) 

ist. Dabei convergirt R(d, e) bei lim d = lime = 
gleichmässig für alle Punkte des Gebietes zum 
Grenzwerthe Null, d. h. es lässt sich jedem £ > ein 
d > so zuordnen, dass, wenn nur | d | < d, | e j < d ist, 
alsdann stets \R{d, e)\<is ausfallt, mag uv was immer für 
ein Punkt des Gebietes <t> sein. Denn es ist R(d, e) eine 
ganze Function der p, 6 u. s. w., welche kein davon un- 
abhängiges Glied hat und dabei Coefficienten besitzt, die wegen 
der Stetigkeit der x, y, z und ihrer partiellen Differential- 
quotienten erster Ordnung nach w, v im ganzen Gebiete <1> 
für dasselbe endlich sind. Auf ähnliche Art findet man mit 
Hilfe der Formeln (8) und der entsprechenden für y'"—- y' u.8.w. 

Jf ' Jf' Jf' " 0^\ [P(m, v) + S (d, e)] de, (1 1) 

wobei S(d^ e) sich beim Grenzübergange lim d = lim e =0 
ebenso verhält, wie R(d, e). Durch Addition der Formeln 
(10) und (11) ergiebt sich dann, dass 

MM' M" + M" W M"' 0^[^ P(u, v) + ^(^Ail^äi^l de (12) 

ist, wobei auch die Summe 

T(uv, de) =i [R{d, e) + S(d, e)] 

bei lim d ==• lim e =» gleichmässig für alle Punkte des 
Gebietes O zum Grenzwerthe Null convergirt. 

Lassen wir in (12) uv nach einander alle Werthsysteme 
«r— 1, ßs^i) wie sie denjenigen Rechtecken drCs in der 
wv-Ebene entsprechen, welche nur Punkte von <t> enthalten, 



Greometrische Anwendungen der Doppelintegrale. ' 225 

durchlaufen, wobei an Stelle von de bezw. drBs treten, 
setzen wir der Kürze wegen 

und -Summiren über die genannten Rechtecke, so erhalten 
wir schliesslich 

W = \^P{(^r^ly ßs-l)dres+^Tr-t^,-idre^ (13) 



r, * r.s 



Dem oben Bemerkten zufolge lässt sich jedem e > ein 
d > so zuordnen, dass, wenn nur 

dr<d (r=l.,.m) e,<:d (s = 1 . . . w) (14) 
ist, durchaus | Tr— i,«— i <« ist. Dann ist aber 

\yiTr-i,,-idre,\<s^dre.<e(a> —a)(ß' - ß). 



r.s r, » 



«(a' — ä)(/J'*- /S) kann jede positive Zähl ä' sein,' folglich 
hat die zweite Summe auf der rechten Seite von (13) bei 
lim dr = (r = 1 . . . m) lim e, = (s = 1 . . . w) den iRreiiz- 
werth Null: 

lim Vi;_i,,_id,^,= 0. ., ^ (15) 

Die Function P{Uy v)y welche im ganzen Gebiete stetig 
ist, lässt ein Doppelintegral darüber zu. Wir finden daher 

lim yP{ar-i, ßs-i) dre, = f f P{u, v) dudv (= J). (16) 
=0 ^,=0-^ . J J{^) 



dy=0 e. = 



Aus (13), (15), (16) folgt endlich die Formel 

lim Tr= J":3. .■' , 

9i Ableitung der Cubaturform^l in Nr. 8 aus der 
allgemeinen in Nr. 4 mit. Hilfe des Green'schen Satzes 
für dreifache Integrale. 

Die Cubaturformel der vorigen Nummer erhält ihre 
eigentliche Rechtfertigung erst dadurch, dass sie auf die 
allgemeine Formel für die Körperzahl in Nr. 4 zurückgeführt 
werden kann. Dies geschieht mit Üilfe des Green'schen 
Satzes für dreifache Integrale. Um densell;)en vollständig 
entwickeln zu können, niüssen wir die Formeln für die 

stolz, Differential- u. Integralrechntuig. m. 15 
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Richtungscosinus der inneren (oder äusseren) Normale n 
für die geschlossene Fläche mit den Oleichungen (1) 

auf S. 220 ^^^(u,v) y^Hu.v) z ^ x(^^ v) (1) 

ÄÜr H&nd haben. „In allen Punkten von D, wo von den 
drei Functionaldeterminanten 



J(u, v) 



cy_dz dy dz 

du cv dv du 



^ ' '' du dv dv du 

T/ \ dx dy dx dy 
' -^ cu cv Cv ou 

mindestens eine von Null verschieden ist, hat man^ wenn die 
positive Zahl '^J^+E^+L^^^ gesetzt wird, 

^■K ^^ r\ 

Q COS xn ^ J Q cos yn=^ K q cos zn = L, (17) 

Dabei bedeutet der Halbstrahl n entweder für alle diese 
Punkte der Fläche D die innere^ d. h. nach dem Innern des 
von ihr begrenzten Körpers gehende Normale oder für alle 
die äussere."^) 

1) Um die Formebi (17) zu erhalten, braucht man nur die Gleich- 
ung der tangirenden Ebene der Fläche D im Punkte u, v aufzustellen, 
und diese bekommt man, wenn man die Grleichung der diese Fläche 
schneidenden Ebene 

X Y Z 1 



X 



X' 



X 



tr 



y 
y' 
y 



tt 



z 



tf 



1 
1 
1 



= 0, 



worin X,Y,Z die laufenden Coordinaten, x^ y, z u. s. w. die der Punkte 
Jf, M', M" auf S. 223 bedeuten, durch d . e dividirt und hierauf d 
und e unabhängig von einander zur Null convergiren lässt. Das Ergeb- 
niss ist die Gleichung 



X — x 

dx 
du 

dx 

dv 



Y^y 

dy^ 
du 

dy 

dv 



Z-z 

dj_ 
du 

d_z_ 
dv 



= 0. 



Dass dann die Bichtung n in allen Punkten von D die nämliche Seite 
der Flächennormale darstellt, ergiebt sich daraus, dass zugleich mit 
«/"(w, V) {K, L) der Cosinus des Winkels der inneren Flächennormale 
mit der positiven aj-Axe (y- bezw. 5:-Axe) sein Zeichen ändert. 
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Der Green'sche Satz für das dreifache Integral^) 

I = / / / f(x, y, z)dxdydz, 



worin S den Körper der rorigen Nummer und f{x, y, z) 
eine eindeutige Function von x^y^z, die für denselben endlich 
und mindestens für jeden Punkt innerhalb desselben stetig 
ist, bedeutet, lautet: „Kennt man eine bei jedem Punkte 
von ffi mit Einschluss der Begrenzung eindeutige und stetige 
Function F{x, y, z)y deren partieller Differentialquotient 
nach X mindestens in den Punkten innerhalb ^ gleich 
f(x, yy z) ist und setzt man dx, dy, dz als positiv voraus, 
so hat man 



I 



^11 F{(p{u, v), t[>(u, v)y %{uy v))J(u, v)dudv. (18) 

Dabei sind die Zeichen von du, dv so zu nehmen, dass das 
Product e7(w, v)dudv positiv ausfällt, wenn u, v die- 
jenigen Werthe annehmen, denen der grösste Werth 
der Abscisse x an der Oberfläche D entspricht." 

„Bei derselben Annahme über die Zeichen von dudv 
hat man, wenn Q(Xy y, z) eine in jedem Punkte von Ä 
stetige Function, deren partieller Differentialquotient nach y 
wenigstens in den Punkten innerhalb Ä gleich f{x, y, z) ist, 

=^ I I ^{^(^7^)f ^(^;^); x(^;^))^Os '^)dudv. (19) 

Und endlich ist, falls die in Ä allenthalben stetige Function 
B.{Xy y, z^ wenigstens in jedem Punkte innerhalb ü f{x, y, z) 
zum partiellen Differentialquotienten nach z hat, 

« / / H{q>{u,v), i>(UyV), x{^^'^))L{u,v)dudv}' (20) 

Diese Formeln lassen sich in ähnlicher Art beweisen 
wie die Formeln (c), (d) auf S. 96. Nehmen wir der Kürze 
halber an, dass die Oberfläche D von einer Parallelen zur 
X'Kne höchstens in zwei Punkten mit den Abscissen 



I 



I 



1) Vgl. die Note auf S. 94. 

15' 
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(wobei x^ < x^ sei) getroflfen wird, so haben wir vermöge 
der Formel 



t/a^i 



ex 

fix, y, 0)dx = F{x^, y, z) - F{x^, y, 0), 



somit, wenn unter ^5 die Projection der Oberfläche D auf 
die i/;s?- Ebene verstanden wird, 



I 



W / F(x^, y, z)dydz - j j F{x^, y, z)dydz, (21) 

In diese beiden Integrale führen wir anstatt y, die 
Veränderlichen m, v durch die obigen Gleichungen 

y = n>{^y v) ^ = x{u, v) 

ein. Der den letzteren angewiesene Bereich O lässt sich in 
zwei Theile <t>i, Og zerlegen, deren jedem die Fläche ^ ein- 
deutig entspricht, und zwar hat die Determinante J{u, v) in 
beiden entgegengesetztes Zeichen. Denn es wechselt J in 
den Punkten von D, wo die Normale zur ic-Axe senkrecht 
steht, sein Zeichen. Ist <t>2 diejenige Hälfte von O, wo die 
Abscisse x ihren grössten Werth erreicht, so haben wir 

/ / F{x^, y, z)dydz^ I 1 F((p, ^, x)J'(^> v)dudv. 

Dabei ist zu merken, dass «7(w, v)dudv^ uv dem Gebiete ^g 
entnommen, . das nämliche Zeichen wie dyd0 haben, also 
positiv sein muss. Weil nun J(Uf v) für die Uy v der Ge- 
biete 0^ und 02 entgegengesetztes Zeichen hat, so ist 

/ / -^1(^1? 2/; 0)dyd0 = - / / F((p, ^, x)J(Uy,v)dudv 

zu setzen. Mittelst der beiden letzten Formeln gelangen wir 
von der Gleichung (21) zu (18). 

Auf ähnliche TVeise erhält man die Formeln (19) und 
(20). Es ist nämlich, wenn n die innere Normale bezeichnet, 

auch cos yn in dem Punkte von O, wo die Ordinate y ihren 



Geometrische Anwendungen der Poppelintegrale. 



229 



grössten Werth erreicht, und cos isn^ in dem, wo die Appli- 
cate is das thut, gleich — 1. 

Der vorstehende Satz lässt sich auf das Integral (I) 
auf S. 207 anwenden, wenn wir unter S den in der vorigen 
Nummer eingeführten Körper verstehen. Da f(Xj y, ;?) « 1 
ist, so können wir 

F(x, y,z) = x G(x, y,z)^y H{Xy y,z)^z 
setzen. Wir erhalten dadurch die Formeln 



i^^l I xJ(u,v)diidv 
J J (b) 

K = / / yK(u^ v)dudv 
K=/ / 0L(u^v)dudv. 



Durch ihre Addition ergiebt sich für K der Ausdruck 




X y z 

dx dy dz 
du du du 

dx- dy dz 

dv dv dv 



dudv. 



(22) 



Die in Nr. 8 eingeführte Körperzahl stimmt somit mit K 
überein. 

10. Beispiele zur Cubaturformel in Nr. 8. 
1) Das Ellipsoid. Die Gleichung 

a» ■*■ 6* "^ c* ~ 
wird dadurch, dass man 

X — a cos cp cos tp y — h sin qp cos tp z = c sin t^ (a) 

setzt, identisch erfüllt. Die geometrische Bedeutung der Winkel (p 
und if) wird auf folgende Weise gefunden. Die zu einem festen Werthe 
voü (p gehörigen Punkte liegen in der Ebene 

X y 



= 0, 



(b) 



a cos (p h sin qp 

welche durch die ^r-Axe geht und die xy -Ebene längs der Geraden 
schneidet, deren Gleichung ebenfalls (b) ist. Sie hat also mit der 
Ellipse 
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den Punkt x = a cos 9 y — hsiiifp gemein; somit ist qp der excentrische 
Winkel für diese Ellipse (vgl. Fig. 14 auf S. 117). Um das ganze 
Ellipsoid zu erhalten, lassen wir 9 von bis 2 w gehen. Setzt man 

x*-{-y^ = r\ a' cos qp* + 6* sin qp' = m' (r>Om>0), 

so ergiebt sich aus (a) 



— 4._ = i 



(0 



Die letzte Gleichung stellt den Schnitt des EUipsoids mit der Ebene 

TT '7C 

(b) dar. Beschränken wir iff auf die Werthe von — -• bis —1 so haben 

wir noch aus (a) 

r = w cos t^ z = c sin if); 

i/> ist also der excentrische Winkel für die Hälfte der Ellipse (c) in 
der Halbebene (b). 



Wir haben nun 






dx 

ö— — — a Bin (p cos iff 


dy 
dtp 


cos qp COS 'tp 5— = 

Ocp 


C X 

P a cos qp sin tp 


dy 


, . . dz 
— sin (p am iff 0— = c cos -^ , 


somit 







(c*) 



t7(qp, i^) = 6c cos qp COS i/>*, ■K'(qp, 'ip) — ac sin qp COS ip* 

X(qp, tp) = ah sin 1^ cos tf). 
xJ-\-yK-{-zL = ahc (cos i/;'-|-sin 1/7' cos 'tp) = ahc cos i/». 
Der Inhalt K des EUipsoids ist daher nach (22) 



^ ahc p/t f*Y 

K = -— I dtp ' j ^co9 tpdip 

2 



4a&C3r 



(d) 



Wenn a = l) = c ist, so wird das Ellipsoid zur Kugel, qp, ip zur Länge 
und Breite eines Punktes derselben im Sinne der Geographie. Dass der 
Kugelinhalt 4a'jr :3 positiv ist, hat die folgende Bedeutung. Denken 
wir uns die positive Normale der Kugelfläche von derselben gegen 
den Mittelpunkt gerichtet, so muss nach S. 222 der Vwlsiuf M M' M'\ 
welche Punkte bez. den Werthsystemen qp, t^; qp, i/> + dt/>; qp-f dqp,^ 
entsprechen, von ihr aus positiv, folglich einem die Kugel von aussen 
betrachtenden Beobachter negativ erscheinen. Zufolge der Formeln (a) 
wächst qp, wenn sich der Punkt im positiven Sinne um den Punkt 
dreht, und t^, wenn er sich in der Halbebene (b) vom Durchschnitte 
mit der a;y- Ebene gegen die positive z-Axe bewegt. Da nun im 
Integral (d) dcp und dip als positiv zu betrachten sind, so nehmen 
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die Punkte M M' M" auf der Eugelfläche die in der Figur 37 daigestellte 
Lage ein; es erscheint demnach der Umlauf MM' M" von aussen in 
der That als negativ. 

2) Eine in der xy -Ebene befindUche geschlossene Linie I, welche 
die x-Axe nicht schneidet, wohl aber einzelne Punkte oder auch 
ganze Strecken mit ihr gemein haben kann, 
drehe sich um die x-Axe. Man sucht den 
Inhalt V des von ihr durch eine voUe Um- 
drehung um diese Axe beschriebenen Körpers. 
— Die Gleichungen der Linie I seien 

wobei q>{a) = <p(P) 'V'(«) = "^(P) ^^^ »oU- Bei 

der erwähnten Drehung beschreibt der Punkt 

iV(ic, y^) von I einen Kreis vom Badius y^^ um 

seine Projection P auf der x-Axe. Bezeichnen 

wir, unter M einen beliebigen Punkt dieses 

Kreises verstehend, den Winkel der gleichen Strecken PN und P3f, 

gemessen im Sinne von 0!F zu OZ, mit und mit x^ y, z die Co- 

ordinaten von 3f , so haben wir 




Daher ist 



x — (p{t) y = '^(f) cos 6 AT = ^ (Q sin B. 



X, 


y. 


Z 




dx 


dy 


dz 




dt' 


et' 


dt 


= 


dx 


dy 


dz 




■Ci,' 


ob" 


de 





9> 



1^ cos 0, '^ sin 



^, -^ dtp dib dnf 

= ^rr» ^r^COSO. 



sin 6! 



dt dt ' dt 

0, — ^sin^, '^cosO 



dib « dw 



Und wir erhalten nach (22) 



Die rechte Seite von (e) hängt mit der Ordinate Y des Schwer- 
punktes der von der Linie I begrenzten ebenen Fläche A zusammen. 
Bekanntlich haben wir 



. T = / / ydxdy. 

JJ(A) 



(f) 



Nun ist nach dem Gree naschen Satze auf S. 96, da 

Idy* 



ist, sowohl 



als auch 



dx ~^ 



2 dy 



==y 



JJ^^^yä.äy=£\^^-±äi, 



2/ / ydz.dy^-l -v' 

J e/(A) Ja 



dt 

ddp 
~di 



dt. 
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Durch Addition dieser Gleichungen findet man 

Somit ist nach (e) und (f) 

F=A.2wY. (Guldin'sche Regel.) 

Man versuche zur Üebung aus der allgemeine^ Formel (e) die 
Formel (11) auf S. 218 abzuleiten. 

3) Endlich betrachten wir einen Körper, dessen Oberfläche von 
jedem in entspringenden Halbstrahl in einem Punkte getroffen 
wird. Zur analytischen Darstellung derselben benutzen wir die räum- 
lichen Polarcoordinaten: den Vector r (^0), den Winkel 9 der 
positiven x-Axe mit der Projection des Vectors auf ^e a?y- Ebene, 
im positiven Drehungssinne abzulesen, und den Winkel ip dieser 
Projection mit dem Vector selbst, abzulesen in der Richtung von der 
Projection zur positiven £f-Axe. Dabei geht qp von —n bis jr, '^ von 

bis — - Dann hat man für die rechtwinkligen Coordinaten eines 

mm 

beliebigen Punktes 

x — r cos qp cos 1^ y = r sin qp cos 1/; z = r sin ^. (g) 

In den Punkten der Obeiffläche des Körpers erscheint r als ein- 
deutige und stetige Function /* (9, V) von qp und i/>, welche tez. die 



Intervalle (0,2«) und 






zu durchlaufen haben. Wir erhalten 



mithin seinen Inhalt F, in dem wir mittelst der Formeln (g), worin 
blos qp und i/> als unabhängige Veränderliche anzusehen sind, die 
Formel (22) ansetzen. Wir haben also 



somit 



75— = -5— COS qp cos '\b — r sin qp cos tz> u. s. w. 
<7qp C^> 

Ö Sß vT 

X— = ^— COS qp COS rj) — r cos qp sin 1^ u. s. w., 



(t) 



X, 

dx 
d(p 
dx 



dy 
(Öl/)' 



z 

dz_ 

ddp 

dz_ 



dr 



cos qp cos ip , 



dr 



sin qp cos tp , 



sin^ 
dr 



ö— cos qp cos if; — r sin qp cos Vn 0— siüqpcost/>-|-rcosqpcösV', ^5— sin lö 

dr . dr . . . dr 

^— cosqp COS1/; — rcosqpsint^, ^— sin qp cos 1/; — r sin qp sin -0 , ^— sint/;-|->'COsi/> 
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3t 
Multiplicirt man die erste Zeile mit — ^-^ und addirt sie zur zweiten, 

'' dr 

multiplicirt hierauf die erste Zeile mit — ^— und addirt sie zur dritten 

und hebt schliesslich aus der 2. und 3. Zeile r heraus, so erhält man 



X, 


y. z 




dx 


dy dz 




d(p 


dq)' d(p 


-r» 


dx 


cy dz 




dii>' 


dtp^ dip 





cos (p cos tff^ sin 9? cos ip , sin t/; 

— sin qp cos 1/; , cosqpcosi/>, 

— cos qp sin i/> , — sin qp sin ijt , cos ip 



==r'cos^. (i) 



Demnach ergiebt sich*) 



1 f*27l /»Y 

^=-0 / ^9 I r' cos t/> <^i^. 



.(k) 



2 



11. Zahl eines Körpers im Eüclid^schen Räume 
von m Dimensionen. 

Ein endlicher stetiger Bereich von m Dimensionen in 
dem unbegrenzten Baume von eben so viel Dimensionen wird 
als Körper bezeichnet. Die Begrenzung desselben wird 
mittelst Ungleichungen angegeben. Ein Körper wird z. B. 
gebildet durch die Gesammtheit der Punkte mit den Co- 
ordinaten X^X^ . . , Xm, von welchen jede einem an- 
gegebenen Intervalle angehört, d. h. es soll sein 

In der Euclid'schen Raumform wird diesem Körper das 
vom Punkte x^x^ . . .x^ unabhängige Product dx^ dx^ . . . dx^ 
als Zahl oder Inhalt beigelegt. Dem beliebigen Körper Ä 
ordnet man dann als Inhalt das m-fache Integral 

lS{<st) dx^ doc^ . . . dXmj (2) 

ausgedehnt über die gesammte Begrenzung desselben, zu; 
was mit der Annahme der Zahl för den Körper (l) über- 
einstimmt und im Falle w == 3 der in Nr. 4 getroffenen 

Festsetzung entspricht. 

Um ein einfaches Beispiel zu geben, wollen wir den Inhalt Fdes 
Körpers berechnen, welcher von der Gesammtheit aller Funkte ge- 
bildet wird, deren Coordinate keine negativen Werthe annehmen und 
dabei unter der Yoraussetzung, dass a^a^.,.am positive Zahlen sind, 
der Beziehung 



1) Vgl. Gauss, Werke V. S. 10. Theorema IV. 
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^J-^J h— <1 

genügen. Für den Fall w = 3 wurde auf S. 212 F= o^ Oj Oj, : 6 ge- 
funden. 

Allgemein hat man 

F=ai ttj . . .am: w!, (3) 

was leicht durch den Schluss von m — 1 auf m gezeigt werden kann. 
Wir haben nämlich, wenn wir zuerst nach x^...Xiu—i und dann 
nach Xm integriren, 

f dxmSdx^ . . . dxm — i^ 

wobei das (w — 1) fache Integral über alle nichtnegativen Werthe von 
x^ . . . Xm^i ausgedehnt ist, wofür 

^+...+?^l<l_5ü?, d.i. ('^+...+'^!^:(l^'^\<i 
a^ am~-i= am ya^ am— i/ \ am/ = 

ist. Wenn wir nun voraussetzen, dass die Formel (3) im Falle, dass 
w durch m—1 ersetzt wird, bei willkürlichen positiven Werthen der 
ttj . . . am— 1 Greltung besitze, so erhalten wir 

SdXi . ..dxm-^i =( 1 -\ Oj . . .am— i:(w — 1)L 

Somit ergiebt sich, dass 

(m-1)! Jq \ am) 
ist. Es ist aber 



«m 





wodurch wir schliesslich zur Formel (3) gelangen. 

Die Complanation der krominen Flächen. 

12. Vorbemerkung zur Erklärung der Zahl einer 
krummen Fläche. 

In früherer Zeit wurde diese Zahl auf folgende Weise 
erklärt. Wenn man der gegebenen Fläche eine unbegrenzte 
Schaar von Polyedern mit den Oberflächen ^^, fe • • . §m • • • 
in der Art einschreibt, dass bei lim m = + oo jede Polyeder- 
fläche zur Null convergirt und die äussere Begrenzung der 
Polyeder in die Begrenzung der gegebenen Fläche übergeht, 
so ist der Grenzwerth von %n bei lim m = + oo die Zahl 
dieser Fläche. Allein diese Erklärung erweist sich als ver- 
fehlt, weil der genannte Grenzwerth im Allgemeinen von der 
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Wahl der eingeschriebenen Polyeder abhängt. H. A. Schwarz, 
von dem diese Bemerkung herrührt, hat sie an der Mantel- 
fläche des geraden Kreiscylinders begründet.^) Dieses Beispiel 
wollen wir zunächst vorführen, wobei wir erfahren werden, 
welche Einschränkung in die obige Erklärung der Flächen- 
zahl aufzunehmen ist. 

Der gerade Cylinder habe zur Grundfläche einen Kreis 
vom Radius a und die Höhe h. Machen wir den Mittelpunkt 
dieses Kreises zum Anfangspunkt der Coordinaten und seine 
Ebene zur rri/- Ebene, so haben die Punkte der Cylinderfläche 
die Coordinaten 

X ^ a cos u y ^b sinu z ^ Vj (1) 

wobei u alle Werthe von bis 2a:, v alle von bis h 
durchläuft. Diesem Cylinder schreiben wir ein Polyeder mit 
4mw Seitenflächen, welche sämmtlich unter einander con- 
gruente Dreiecke sind, in folgender Art ein. Wir theilen 
die Höhe h in 2n gleiche Theile. Dann sind die geraden 
Theilpunkte mit Einschluss des Anfangs- und Endpunktes 
der Höbe durch die Applicaten 

^2a«-^ (<T-0, 1...W), (2) 

die ungeraden durch die Applicaten 

^«"+1-^^^ (tf-O, l...»-l) (3) 

bestimmt. Durch jeden von diesen Theilpunkten legen wir 
eine Ebene parallel zur Grundfläche des Cylinders, welche 
seinen Mantel längs eines Kreises vom Radius a schneidet. 
Der Grundfläche des Cylinders schreiben wir ein reguläres 
Vieleck von 2m Seiten ein, dessen Eckpunkte die Coordinaten 

Vit V TZ 

Xr'^ a cos — ifr^ a sin — (r = 0, 1 . . . 2m — 1) (4) 

besitzen. In jedem von ihnen ziehen wir die Seite des 
Cylinders, d. i. die Senkrechte, auf seine Grundfläche und 

1) Vgl. H. A. Schwarz, Werke II. S. 309 u. 369. G. Peano hat 
zufolge einer Note in den Rendiconti deiracc. dei Lincei (4. ser. Vol. VI. 
S. 55) die in Rede stehende Bemerkung etwas früher als Schwarz 
veröflfentlicht. 
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fixiren in den zu den Applicaten (2) gehörigen Kreisen die 
Punkte, welche auf den Senkrechten über den Punkten 

r^iqy.y^q (() = 0, 1 . ..m — 1) 

liegen, in den zu den Applicaten (3) gehörigen Kreisen die, 
welche auf den Senkrechten über den Punkten 

^2^+1; J/a^+i (9 = 0, 1 . . . m — 1) 

liegen. Auf diese Art erhalten wir auf jedem der genannten 
Kreise m Punkte, welche ein reguläres m-Eek bilden. Dabei 
sind die Vielecke in den Ebenen z =^ ss2a-\-i gegenüber denen 
in den Ebenen z '^ 02 a um den Winkel n : m gedreht. Jeder 
von den (2n + l)m construirten Punkten ist durch zwei 
Nummern s, r, welche in seilen Coordinaten Xr, j/r, Zg als 
Indices erscheinen, charakterisirt. (In Fig. 38 sind die in 
der Grundfläche und den Ebenen z ^h: 2n, Ä : w, 3Ä : 2n, 
2Ä : w. angenommenen Punkte angedeutet, wobei m == 6 ge- 
setzt ist.) Nun wird im Kreise, welcher die Höhe 

(2<y + l)A:2w . 

über der Grundfläche hat, ein jeder Punkt mit den beiden 
ihm zunächst gelegenen der Schnitte in den Höhen 

öÄ : n und ((J + 1) A : w 

verbunden und so dem Cylinder 4 m Dreiecke eingeschrieben. 
Ist das für alle Werthe (5 = 0, 1 ... n — 1 gemacht, so haben 
wir Amn gleichschenklige Dreiecke construirt, die einander 
congruent sind, weil sowohl ihre Grundlinien, als auch ihre 
Schenkel sämmtlich die gleiche Lange haben. Es ist, wenn 
wir unter MM'M"M"' (Fig. 39) nach einander die Punkte 

(s, r), (5, r + 1), (5, r + 2) und (s + 1, r + 1) . 

(wovon der zweite nicht zu den oben bezeichneten Punkten 
gehört) verstehen, die Gerade M'M'^^ als Cylinderseite senk- 
recht auf der Ebene des Kreises Jfilf'illf", somit 

MM'"'^ M"M"' und ferner MM''' ' == MM' ^ + M'M''' \ 

MM' als Seite des regulären 2m-Ecks im Kreise MM'M" 
ist gleich 2a sin (tc : 2m) .und M'M'" ist gleich h : 2n, Wir 
erhalten daher 

MM'"^^4a^(sm^y+ -^. 

\ 2m/ 4n' 
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MM" ist als Seite des regulären w -Ecks im Kreise MM*JI 
gleich 2a mi(x:m)^ also ist das Quadrat des Tom Punkte M 
auf die Basis MM" gefällten Lothes 

Daraus ergiebt sich für den Inhalt des Dreiecks MM"M"' 

« «™ ^ l/4a*(sm^y+^,- (5) 



''4,0; 



(2.0J 



(0,0) 



Fig. SS. 
'4Ä? f»^i 




(^J (3.S}' 

J2.2) J2,H} 



*<l,1) 



n,s> 



'¥,6J 



(2J6) 




(aß) 



(0.2] 



fO.^ß 



Fig. S9. 



M^=(r*t r*-i} 



(S, 



r^ry^Ä^-i^ 




(s.ri'Z) 



Der Inhalt aller 4mw dem Cylinder eingeschriebenen Drei- 
ecke, sämmtlich congruent dem Dreiecke MM^^M^"^ beträgt 
demnach 

§(m, n) = 2ma sin ^ y a^n^ (2 sin ^\ + ¥, (6) 

Setzt man hier w = ^m, unter Tc eine feste natürliche 
Zahl verstanden, so findet man 

B(w, ä?^) == 27ta\— sm — I l/ ^ ( — sm r— | + A*, 
Hieraus folgt mit Rücksicht auf die Formel 



sofort, dass 



lim { sin I : I } = 1 

5 = 

lim f;(m, Ä;m) = 2nah 



(7) 



ist. — Setzt man aber in (6) n = Äm^, so erhält man 
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Km, km^ - 2«« (j ein ^) |/a»A;«»* (^ sin ^y+ h\ 



somit ist 



lim ^(m, ifcm») = 2äo |/o*A;*3i* + Ä*. (8) 

Setzt man endlich in (6) n = Jcm^, bildet also 

§(m, km') - 2Äa(^' sin ^) |/a«Ä^;i^m« ^^ sin ^^^V K 

80 findet man 

lim |(m, Ä;m') = + 00. (9) 

Die Formel (7) giebt den aus der Stereometrie bekannten 
Inhalt der Mantelfläche unseres Cylinders^ die rechte Seite 
der Formel (8) bietet unzählig viele Werthe, sämmtlich 
grösser als 2nah, dar; bei der dritten Annahme von n er- 
halten wir sogar einen unendlichen Grenzwerth. 

Wir brauchen nun nicht lange nach einem Grunde zu 
suchen, welcher uns veranlasst, die Ergebnisse (8), (9) für 
die Mantelfläche des geraden Cylinders abzulehnen. Berechnen 
wir nämlich den Winkel zwischen der tangirenden Ebenö 
des Cylinders im Punkte M und der Ebene MM^'M"', d. i. 
den Winkel der beiderseitigen Normalen, so finden wir, dass 
derselbe nur bei der Substitution n = km für lim m = + 00, 
während der Punkt M zu einer bestimmten Grenzlage auf 
dem Cylinder übergeht, zur Null convergirt. Wir haben 
demnach in die Eingangs der Nummer angeführte Erklärung 
der Flächenzahl noch die Bedingung aufzunehmen, dass 
jede Seitenfläche des der Fläche eingeschriebenen 
Polyeders beim Grenzübergange lim w =» + 00 zur 
tangirenden Ebene der Fläche in jenem Punkte, 
welcher die Grenzlage für eine Ecke jener Seiten- 
fläche bildet, werden soll. 

Um die soeben erwähnte Rechnung auszuführen, bemerken wir, 
dass die Normale der Cylinderfläche im Punkte Jlf=(s, r) (Fig. 39) 
der durch diesen Punkt gehende Radius des Kreises MM'M" ist. 

Bezeichnen wir die nach aussen weisende Richtung in demselben 

mit r, so haben wir XT = ra:in, yr = r7r:m — — » iefr = i — • Die 
Gleichung der Ebene durch die Punkte MM'M" mit den Coordinaten 
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x^'^a cos {rn :m) 3/1 = «^ sii (^^ • ^^ i'i = «Ä : 2n 

a^ =a cos ([r + 2]« :m) y, =a sin ([r + 2]» :m) £?,— sÄ:2n 

a:, =a cos ([r + l]w: w) y, = a sin ([r + 1] « : m) ^r, =(«-f 1)Ä: 2w 
lautet 

Ä COS — ' — - — ' X + h sin -^ — ■ • y — 4na ( sin - — 1 z 

m ' w ^ \ 2m^ 

+ aA 28 (sin ~\ — cos — -= 0. 

Wir haben also, wenn p eine darauf senkrechte Richtung bedeutet und 



ist, 



Tr=]/a'n»/2 8in^y+Ä« 

Txr ^ r. (r-\-i)7t __ ^ _ . (r-\-l)n 

TT . cos a;p = Ä cos — ■ — - — TT. cosyp==Ä sm^ 



m " * m 



W. cos jEfp = — inaf sin - — | • 
^ \^ 2w/ 



Mithin ist 

A, A A A A A A 

cos rp = cos XT cos a;p -f cos yr cos yp -j- cos ;?r cos z^p 



— h cos 



-:l/a*n»/'2 8in-^V+Ä«. 



Den Ausdruck rechts, welcher natürlich von r und s unabhängig sein 
muss, hat bei lim m — -\-ooim. Falle, dass n — km ist, den Grenzwerth 1, 
im Falle, dass n = km*, den Grenzwerth h : Va*Ä;*«*+ Ä*, welcher kleiner 
als 1 ist, endlich im Falle, da8sn = Ä;w', den Grenzwerth Null. Also 
geht die Ebene MM" M'" nur im ersten Falle bei lim m = + 00 in die 
tangirende Ebene des Cylinders an jenem Punkte über, welcher die 
Grenzlage des Punktes M{x^ , t/j , z^) bildet. Eine solche ist vorhanden, 
wenn die Brüche r : ni und 8 : km unter der Voraussetzung, dass r und 8 
von m abhängen, bei lim m = -\-oo je einen bestimmten Grenzwerth 
besitzen. 

18* Allgemeine Formel für den Inhalt einer 
krummen Fläche. 

Satz.^) ,,Die vorgelegte Fläche sei wie in Nr. 8 ver- 
mittelst zweier Parameter m, t; durch die Gleichungen 

dargestellt. Es sei ferner in der Mv-Ebene ein geschlossenes 
endliches Gebiet O gegeben, für dessen jeden Punkt die 

1) Denselben Satz findet man bei Ch. Märay, Nouvelles le9ons 
sur r Analyse infinitesimale, T. IV. S. 29, nur sind daselbst die 
Functionen g?, 1^, % im ganzen Gebiete als holomorph vorausgesetzt. 
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Functionen (f, t, % eindeutig, endlich und stetig seien. 
Ausserdem sollen dafür die partiellen DifiFerentialquotienten 
1. Ordnung von <py ^, x iiach u und v stetig und von den 
Determinanten 

du dv dv du du dv dv du du dv dv du ^ ' 

mindestens eine von Null verschieden sein.^^ 

„Ueberzieht man alsdann wie auf S. 221 das Gebiet * 
mit Rechtecken drS^, deren Seiten paarweise der u- und der 
t;-Axe parallel sind, so hat die Summe der windschiefen 
Vierecke 

ausgedehnt über alle Rechtecke mit den Ecken 

(«r-l, ßs-l) («r-l, ßn) («r, ßs-l) (cCr, ßs), 

welche blos Punkte von O enthalten, bei un- 
beschränkter und unbegrenzter Abnahme der Theile 

dr{r = 1 . . . w) und e^(s = 1 . . . w), 

deren Summe jedoch bezw. a'— a und ß* — ß bleiben 
müssen, den Grenzwerth 



// 

J Jm 



yj^+K^+L^dudv, (4) 

wobei du, dv, d.i.a'—cc und ß' — /3, als positiv vorausgesetzt 
sind. Er wird als die Zahl oder der Inhalt A des 
mittelst des Gebietes O bestimmten Stückes der 
Fläche (1), welches indess auch in sich geschlossen sein 
kann, (erklärt/^ 

Mit Benutzung der von Gauss eingeführten Ausdrücke 

-^_ d^d^ . d^f^d^ djc dj 
CU CV €U cv , cu cv 

kann man 

J^+K^+L^=EG~F^ (5) 

setzen. 
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Beweis. Wir verstehen wie auf S. 223 unter M{Xj y), 

M'{x\ y')> M^\x^\ y"), M^\x^'\ y"0 <lie Punkte der 
Fläche (1), welche der Reihe nach den Werthsystemen 
(w, v)y (u, v + e), (u + d, v)j (u + d, V + d) entsprechen. Be- 
merken wir dann, dass nach einem bekannten Satze der 
analytischen Geometrie 



iMM'M'"'^ 



y'-y, ss' — is 



+ 



Z' — Zy X^ — X 

Z'^ — Zy X" — X 



+ 



J 



x'-'X, y'-y 
x'' -X, y''-y 



2 



ist. Mit Hilfe der Formeln (7) a. a. 0. und der analogen 
für die Differenzen y' — y, y" — y, z' — z, z*' — z ergeben 
sich Formeln von der Gestalt 



y'-y, 


z'-z 


y" - y, 


z" z 


z'-z, 


x' — X 


Z — Zf 


x"-x 


x' — X, 


y' y 


x" — X, 


y'-y 



= d.e[J"+ Ji(d, c)] 



d.e\K^-KJid,e)\ 



(6) 



wobei die Ausdrücke J",, JSlj, I/^ zugleich mit d und e zum 
Grenzwerthe Null convergiren. Allein nicht blos dies^ sie 
convergiren dazu obendrein gleichmässig für alle Punkte 
des Gebietes O. Der Grimd davon ist der nämliche^ 
weswegen die Function 12 (d, e) auf S. 224 dasselbe Verhalten 
zeigt. Aus den letzten Formeln ergiebt sich dann eine von 
der Gestalt 



2 I MM'M'^ l^d.eVJ^+K^+L^-i- P{d, e\ 
welche wir auf die Form bringen 



2 1 MM'JiT^ I = d ,e[yj^+IP+ L^+ Q(d, e)]. 
Demnach ist 



(7) 



P 



.. , (8) 

Hieraus folgt, dass auch Q{d, e) bei lim d = lim e =^0 
gleichmässig für alle Punkte des Gebietes O zur 

stolz, Differential- a. Integralrechnung, m. 15 
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Null convergirt. Da nämlich yj^+ iL^+ L* für keinen von 
ihnen verschwindet, so muss diese Wurzel bei ihrer Stetig- 
keit im ganzen Gebiete <t> darin ein von Null verschiedenes 
Minimum V besitzen. Weiter wissen wir, dass jedem « > 
ein d>0 so entspricht, dass, wenn nur d<ö, e<S ist, 
alsdann | P(d, e)\< e ist, mag w, v was immer für ein Punkt 
von O sein. Demnach ergiebt sich aus (8), dass unter der- 
selben Voraussetzung 

|(2(d, e)|<£:(2r-£:r) (8*) 

ist (s. Nachträge zum HI. T.), woraus die Richtigkeit der 
obigen Behauptung über Q(d, e) erhellt. 

Auf ähnliche Art wie die Formel (8) erhält man die 
weitere: 

2\M'M' M"' \ = d.e \yj^+K^+L^ + Q\d, e)], (9) 

und zwar gilt von Q\d, e) das Nämliche, wie von Q(d^ e). 
Wir finden also schliesslich 



MM' M" ilf '" I == I MM' M''\ + \ M" M M"' 

Die vorstehende Formel haben wir auf die windschiefen 
Vierecke (3) anzuwenden und hierauf ihre Summe zu bilden. 
Bezeichnen wir die durch die Substitution u = a,._i v = ß,^i 
d = dr e = Cs aus eT", JT, L, (Q + Q') : 2 hervorgehenden 
Werthe bezw. mit Jr_i,,_i, Z^r-i,»-i, Lr-i^s-i, Qr-i,»-i, 
so erscheint die Summe 

2 VJr^l,s-l+ K?-i,s-l+ U-l,s-idre, +^^r-l, s-1 drß,, (11) 



r, » r, « 



ausgedehnt über alle Rechtecke d^-e«, welche keinen Aussen- 
punkt von 4> enthalten. Da nun jedem x> ein ^ > so 
entspricht, dass |Qr— i,a— 1| <^ ist, wenn nur jedes Sr und 
jedes Ss kleiner als X ist, so ist unter denselben Umständen 

I V^r-i, ,-idre, \<x(a'-a)(ß'- ß). 
Der zweite Theil von (11) hat somit bei 
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lim dr=0 (r = 1 . . . m) und lim e, = (s = 1 . . . n) 

den Grenzwerth Null. Der erste Theil von (11) aber hat 
wegen der Stetigkeit der Function yj^ + K^+ L^ bei allen 
Punkten von den Grenzwerth 



J Jm 



Dieses Doppelintegral ist also auch der Grenzwerth der 
Flächensumme (11) bei lim dr=0 lim e,= 0, w. z. b.w. 

14. Fortsetzung. Zur Rechtfertigung der soeben auf- 
gestellten Erklärung der Flächenzahl A sei zunächst bemerkt, 
dass die Ebene Jfr_i,,—i Jfr— i,«-3fr,,— i bei lim dr = 
e, = die tangirende Ebene unserer Fläche in jenem Punkte, 
in welchen dabei der Punkt ilfr— i,»— i übergeht, zur Grenze 
hat. Man braucht, um das einzusehen, nur den Cosinus des 
Winkels der Senkrechten auf die Ebene 

mit der Normale der Fläche (1) im Punkte Jf^— i,«— i an- 
zuschreiben. 

Wir stellen ferner fest, dass das Oberflächenintegral (4) 
seine Form dadurch nicht ändert, dass an Stelle der Para- 
meter w, V zwei andere u\ v' treten. Es seien also 

M = /•(«', V) v=g(u',v') (12) 

gesetzt, und zwar so, dass, während die neuen Veränder- 
lichen u'y v^ ein endliches Gebiet O' in der w'«;'- Ebene er- 
füllen, alsdann die alten, uv, das Gebiet <t> einmal liefern. 
Die Functionen f(u\ t;'), g(u\ v^) seien im Gebiete <t>' ein- 
deutig und stetig und mit ebensolchen Diflferentialquotienten 
erster Ordnung begabt. Die Gleichungen (12) sollen sich also 
eindeutig nach u\ v^ umkehren lassen und zwar seien auch 
für diese Umkehrungen endliche und stetige Differential- 
quotienten erster Ordnung nach w, v vorhanden. Wir haben 
also dx dx du' , dx dv' 



du du' du dv' du 
dx dx du' dx dv' 



(13) 



dv du' dv dv' dv 
u. s. w. Bezeichnen wir die den Ausdrücken EFG ent- 
sprechenden mit E'F'G\ d. h. setzen wir 

16* 
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/■-(l5)+(lf)+(IS)' 

u. s. w., so ergiebt sich zufolge der Formeln (13) 
Führen wir nun die linearen Functionen 



(14) 



C^E'^ + F'^"' 



du 



du 



D^F'^ + G'^"' 



C>^E'^ + F'i'^ 



dv 



ov 



cu 

D'=F'^ + G 



dv 



du 

fdv^ 

dv • 



ein, so finden wir nach (14) 
und auf ähnliche Weise 



Cl^ + D^'' 



du 



u 



F^C^^ + D^-C'^ + I)'^''' 



dv 



dv 



Sonach ist 

E, F 

F, G 

und 



a=^a^ + D 



dv 



du 

fdv^ 

dv 



du 



C, B 



C\ D' 



du^ djf_ 

dv du 

du' dv' 

dv dvf 



yEG-F''=-VE'G'-F'^ 



\ E\ F' 



r, G^ 

du' dv' 



du' dv' 
du du 

du^ dv[ 

dv dv 

du' dv' 



(15) 



(16) 



du dv dv du 

Die Functionaldeterminante der Substitution (12) ist der 
reciproke Werth der Determinante 

du' dv' du' dv' 
du dv dv du 

In der That ergeben sich durch Diflferenzirung der Gleich- 
ungen (12) nach u und v die Formeln 



^ ^ df du df dv' 

du' du' dv' du 

^ __ dg ^^' I ^9 ^^' 

du' du dv' du 







df du' , df dv' 



du' dv 
dg du' 



+ 



dv' dv 
dg dv' 



du' cv dv' dv 



und daraus die Beziehung 

du' dv' 
du du 



dl d£ 

du'^ dv' 



dg dg 

du' dv' 



1,0 
0, 1 



= 1. 



(17) 
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Bezeichnen wir die erste von diesen Determinanten mit 
J{u\ t?'), die zweite mit e7'(w, v\ so geht der Ausdruck (4) 
für A durch die Substitution (12) nach XVII. 12 zufolge der 
Formel (16) über in 



"ff 



VE'G''-F'*\J'\Jdu'dv\ 

) 

Wählt man auch du^ und dv' positiv, so bedeutet t 1 
mit dem Vorzeichen von J(u\ v'). Wir erhalten somit 
schliesslich mit Rücksicht auf die Formel (17) 









yE'a'-F'^du'dv\ 



(17*) 



Einen besonderen Fall der Transformation (12) des vor- 
gelegten Flächenstückes <t> bildet jede Biegung desselben 
ohne Dehnung. Dann haben die Functionen /, g bekanntlich 
den Bedingungen 

E^E' F^F' G^G' 

zu genügen, woraus mittelst der Formel (15) die Gleichung 
r^^l folgt. 

Sind alle Bedingungen des Satzes auf S. 239 erfüllt bis auf die 
eine, dass an keiner Stelle des Gebietes die drei Ausdrücke J^ K, L 
zugleich verschwinden^), so hat das Integral (4) noch immer einen 
Sinn. In einem solchen Falle soll es die Zahl der Fläche O erklären. 

CorollaT. „Zerlegt man das Gebiet in zwei, O^, <i>2, 
so ist die Zahl, welche dem zu <t> gehörigen Stücke der 
Fläche (1) entspricht, gleich der Summe der Zahlen, welche 
den zu O^ und Og gehörigen Stücken dieser Fläche ent- 



1) Die Stellen Uq^ Vq, an denen die Zahlen J", K^ L zugleich 
verschwinden, liefern die singulären Punkte der Fläche (1). Doch 
ist dabei vorausgesetzt, dass die Functionen tp^ fp, x ^^ beschaffen 
seien, dass, wenn x^, y^^ 0^ die Coordinaten eines solchen Punktes 
bedeuten, jedem Punkte x^ y, z der Fläche bei gehöriger Kleinheit 
von I a; — iCo 1 , 1 2/ — 2/o i » I ^ ~ ^o I ®^^ ^^^ ^^^ ^^^ System von Werthen 
w, V entspricht, welche beim Grenzübergange lim x = Xq^ lim 2/ = yo» 
lim z = Zq bezw. zu w^, Vq convergiren. 
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sprechen." — Der Satz folgt unmittelbar aus dem 5. Satze 
auf S. 76 und 158, zufolge welchem neben = 0i + 02 
die Formel 

besteht. 

15. Besonderer Fall. Die Complanation der Fläche 

^ = f(^y y)' 

Es sei eine begrenzte krumme Fläche gegeben, welche 
mit einer Parallelen zur is-Axe höchstens je einen Punkt 
gemein hat. Die Projection derselben auf die rry -Ebene sei 
die Fläche 5- Analytisch wird die Fläche somit dargestellt 
durch eine Gleichung z = f(Xy y), unter f(x, y) eine für jeden 
Punkt von % eindeutige und stetige Function verstanden. 
Wir nehmen noch an, dass die partiellen Dififerentialquotienten 
von z nach x und y ebenfalls für jeden Punkt von % endlich 
und stetig seien. 

Um den Satz von Nr. 13 auf diese Fläche anzuwenden, 
brauchen wir nur u = x, i? — i/ zu setzen. Wir haben also 

dx ^ dx ^ dy ^ ^2/ i ^^ ^f ^^ ^f 

dx dy ' dx dy ' dx ' dx dy dy 

und demnach 

J = — -ö— Ji. «* — ^— Zf = 1. 

dx cy 

Es liefert somit der genannte Satz nunmehr die Formel 



A = 



■yX,i/i + (1)'+ (Ä)'""""-- p«) 

Wenn einer der partiellen Dififerentialquotienten von z 
nach X und y oder beide im Gebiete % nicht endlich sind 
(was schon dann eintritt, wenn die tangirende Ebene in 
einem zur Fläche z == f{Xy y) gehörigen Punkte der z-Axe 
parallel ist), so ist der Satz von Nr. 13 auf sie nicht mehr 
anwendbar. Gleichwohl ist im Falle, dass das Doppelintegral 
in der Formel (18) vorhanden ist, diese richtig, was sich 
auf einem Umwege beweisen lässt. Man wähle zur analytischen 
Darstellung der betrachteten Fläche zwei solche Parameter u, t;, 
dass die Differentialquotienten der Coordinaten x, j/, z in den 
Formeln (1) nach ihnen im Gebiete O endlich sind» Alsdann 
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gelangt man vom Ausdrucke (4) für A durch Einführung 

der Veränderlichen x^ y an Stelle von u, v vermittelst der 

Gleichungen x = q){Uy v), y = ^(«^, v) zur Formel (18). 

Beispiel« Man berechne den Inhalt A der Fläche, welche der 
Cylinder a;*-f y*— aaj^O aus der oberen Halbkugel mit der Gleichung 

ausschneidet (vgl. S. 216 und Fig. 33). Zufolge der letzten Gleichnng 
hat man 

^ ex cy 

also 



v^^&m 



= !/£?*+ a;*+y«=a. 



Daraus ergiebt sich nach der Formel (18), da z = ya*—x^—y^ ist, 

rp dxdy 

«/€/(f)F« -« -y 

Führen wir wie auf S. 216 die Polarcoordinaten ein, so geht dieses 

Doppelintegral zufolge des Satzes 7) auf S. 174 über in 

n 
/*T Pacoad rdr 
k^al de l ^ (21) 

2 

vorausgesetzt, dass das Integral rechts einen Sinn hat. Nun ist aber 






«.2 



Wir erhalten also 



/Y /*« «508 6 rdr 
.IL Jo V^^^^T^ 

2 
n 

= a| / ^(l-sine)e?0+/ ^(l+sine)de| 

~Y 



(22) 



= 2a j (1 — sine)de = 2a!^ — 1 > =a3r — 2a. 

Man findet daher nach (21) A = a *7r — 2 a', d. i. (a'w — A) : 2 = a*. 
Da a^TC der Inhalt einer Yiertelkugel vom Radius a ist, so besagt 
diese Formel, dass der Theil der Viertelkugel über dem Halbkreise 
B'ABy dessen Protection auf die a?«/- Ebene die Fläche OPAB ist, 
den Inhalt a* besitzt. Es hat also einen in a rationalen Inhalt, so- 
wie auch das über OPAB stehende Stück jener Viertelkugel, dessen 
Inhalt nach S. 217 2 a': 9 ist. 
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Da aber die tangirende Ebene der Kugel im Punkte A zur 
;sr-Axe parallel ist, so bedarf es zur vollständigen Begründung der 
Formel (20) noch der obigen Bemerkung. Mit Benutzung der geograph- 
ischen Länge und Breite qp, i^ lassen sich die Ooordinaten Xy y^ z 
eines beliebigen Punktes der Kugel (19) durch die Formeln 

x = a cos 9 cos t^ 2/ = a sin 9 cos t^ e = a sin 1^ 

darstellen, wobei qp die Werthe von — » bis w, t\) die von — — bis — 

zu durchlaufen hat. Die Differentialquotienten von x^ y, z nach qp und 
1^, welche bereits auf S. 230 unter (c*) aufgeführt sind, erweisen sich 
als für jedes System qp, ip von diesen Werthen stetig. Somit wird der 
Inhalt des irgend einem Gebiete der qpt/>- Ebene entsprechenden 
Stückes der Kugelfläche durch den Satz in Nr. 13 gefunden.') 

16. Zone einer Umdrehungsfläche. 

Die Fläche, welche durch Drehung der Curve CD 
(Fig. 34 auf S. 217) mit der Gleichung y = f(x) {a<,x<b) 
um die x-Axe entsteht, hat nach Nr. 7 die Gleichung 

y'+z'^f(xy, (a) 

Diese lässt sich nach auflösen; man kann daher das in 
der Formel (18) auf S. 246 befindliche Doppelintegral auf- 
stellen. Allein ob dasselbe die Zahl A für die in Rede 
stehende Fläche darstellt, ist aus dem Satze in Nr. 13 nicht 
zu entnehmen, weil die tangirende Ebene dieser Fläche in 
den Punkten der Curven CD und CJ)' auf der xy-^hene 
senkrecht steht, also zur z-Axe parallel ist. Wir müssen 
daher zu einer anderen analytischen Darstellung unserer 
Umdrehungsfläche greifen. Uebrigens kann auch f(x) un- 
endlich sein, nämlich wenn die Curve CD Punkte enthält, 
in welchen ihre Tangente der y-Axe parallel ist. Um die 
durchgängige Endlichkeit der Differentialquotienten annehmen 
zu dürfen, wollen wir die Coordinaten der sich drehenden 
Curve mittelst eines Parameters r darstellen in der Form 

x^q)(r) y = il;(t) (« < r < /5), 

wobei die Functionen (p(x) ^(r), sowie ihre Differential- 
quotienten im endlichen Intervalle («, ß) von t allenthalben 
stetig und die Werthe von ^(r) nicht negativ sein sollen. 

1) Die weitere Ausführung der Rechnung, welche hier nicht 
nöthig ist, findet man in Nr. 18. 
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Ziehen wir von einem beliebigen Punkte M der Um- 
drehungsfläche, dessen Coordinaten xy z seien, ein Loth 
MF auf die Drehungsaxe OX, so ist 

OF=x^ 9?(r) FM=^ ^(r). 

Bezeichnet ferner den Winkel des zur positiven y-Axe 
parallelen Halbstrahls FQ, mit dem Eadius FMy abgelesen 
in einem bestimmten Sinne, so haben wir 

y = FM cos Z'^ FM sin 0. 

Die Gleichungen der XJmdrehungsfläche sind also 

X = 9?(r) y = ^(r) cos z ^ ^(t) sin 0, 

wobei r von a bis /3, ö von bis 27i; zu gehen hat. Auf 
diese Darstellung derselben können wir nun den Satz in 
Nr. 13 stets anwenden. 
Es ist 

lf-9^'« |f=Ö, |f=^'(r)cos0 |f=-^(r)sin0, 

^= ^'(r) sin g^= ^(r) cos 0, 
somit 

J-« ^ (t) V' '(t) Jf = - 9 '(t) ^ (tr) cos L^ — (p \t) ^ (r) sin 
J2+ 2P+ i2_ !f^(r)2[(p'(r)^+ ^'(t)T 

A= / f^{r)Vq>\zy+^\zydxd%, (b) 

erstreckt auf das Rechteck SR in der t0 -Ebene, welches 
zwischen den Abscissen r =« a, t = ß und den Ordinaten 
e = 0, = 23r Hegt. 

Die Integration nach lässt sich im Doppelintegrale 
auf der rechten Seite von (b) ausführen. Man hat 

dd = 27t, 

t/O 

also schliesslich 

A = 2« y ^ (r) V(p'{ry+^'{tydt. (c) 

Bekanntlich ist das Integral rechts gleich dem Producte der 
Ordinate t] des Schwerpunktes der homogen mit der Masse 1 belegten 



f 
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Curve CD in die Länge L dieser selbst. Demnach folgt aus der 
Formel (c) die Guldin'sche Regel: A*»i.23rty, d.i. der Inhalt der 
durch Drehung eines Bogens um eine Axe, die ihn nicht schneidet, 
entstehenden Zone ist gleich dem Producte der Länge des Bogens in 
den Weg seines Schwerpunktes. 

Im Falle dass die Abscisse x, während r das Intervall (a, /J) 
durchläuft, beständig in demselben Sinne sich ändernd, 
von X = a z\x x ^^b übergeht, kann man das Integral in 
(c) durch die Substitution (p(t) = x transformiren. Be- 
zeichnen wir die Umkehrung der Function ^(r) mit w(x)j 
so dass (p[w(x)'] = x ist, und setzen il^[w(x)] == f{x), so 
haben wir 

w\x) = 1 : 9'(t), f(x) « tl;i[w(xy]w\x) « ip' (t) : (p' (r) 

^(r) >^9'(r)^+^'(T)^ . w\x) ^ fix) VT+TW' 
Die Formel (c) verwandelt sich somit in die folgende: 

K = 2% 1 fix) VY+fJxfdx. (d) 

Hätten wir im Doppelintegral in (18) z '=^'^fixf— y^ ein- 
gesetzt und dann die Integration nach y ausgeführt, so wären 
wir auch zum Integral auf der rechten Seite von (d) gelangt. 

17. Fortsetzung. Beispiele zur Formel (d). 

1) Die Umdrehungsflächen 2. Ordnung mit einem Mittel- 
punkt. Die Gleichungen derselben ergeben sich unter der Voraus- 
setzung, dass die aj-Axe Drehungsaxe ist, aus den Gleichungen (a) 
bis (d) auf S. 213 durch die Annahme & = c. Sie lassen sich daher 
sänmitlich auf die Form 

5;*a=aic* — 2/*-f-y (e) 

bringen. Die sich drehende Curve hat die Gleichung 



y* = aa;*-f y, so dass f(pS) — yoLX^'\'y 
ist. Demnach ist 

also erhalten wir nach der Formel (d) für den Inhalt der von den 
Ebenen x = x^ und x = x^ aus der Fläche (e) herausgeschnittenen Zone 



A = 27r / ''Va(l + «)^* + y<^^• 



(f) 



Die Einsetzung a = — 1 »^ =z a^ liefert hieraus die Oberfläche der 
Kugelzone: ^an {x^ — x^^ die Einsetzung a = &*:a' y = die des 
geraden Kegelstumpfes: w&]/a* + &*.(a?| — icf)/a'. Für die übrigen 
Fälle bemerke man, dass nach S. 314 d. I. T. 
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, = (g) 
+ Y 



ist. Hier muss nun getrennt werden der Fall^ des verlängerten 
Drehungsellipsoids (— a = &•: a* < 1, y = 5*) von den übrigen. 
Im ersteren, wo sich die Ellipse 

um ihre grosse Axe dreht, ist a(l-]-oc) negativ. Setzt man 

(a die numerische Excentricität), so hat man 

a(l + a) = -€«(l-««) 5« = a*(l-6*) (0 < c < 1). 



Nun ist 

dx 1 , BX 

-_^— — = - arc sm — 



/, 



Demnach ergiebt sich aus (f) und (g) 

A = « 



xya*— s*x^-\ — arc sin — l 



•*'i 



Hieraus erhält man durch die Annahme Xj^ = — a x^ = a als Ober- 
fläche des verlängerten Drehungsellipsoids 

23ra' yY—k^ (l/l — fi* + - arc sin «). 

In den übrigen Fällen ist cc{l-\-a) positiv und man hat daher 
dx 1 



Also ist nunmehr 
A = 7r 



l[xya{).-\-a)'\-ya{l-\-a)x^-\-y\ 



]/a(l + a) 
ar, 

Bemerkenswerthe besondere Fälle dieser Formel sind: 

a) Die Oberfläche des abgeplatteten Drehungs- 
ellipsoids, wobei 

a = — h*\a* (fe > a) y = 6* iCj = — a a?, = a 
6* — a'==5*«*, also a(l + a) = a*:(l — ««)* 

zu setzen ist. Wir finden mithin 



„„..(.+i^-,i±iy 



b) Die Haube des rechten Mantels des getheilten Drehungs- 
hyperboloids von der Höhe Ä, wobei 
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a = &*:a* y = — &* x^^a x^=a-\-h 

zu setzen sind. 

2) Für die Haube des durch Drehung der Parabel y* = 2px um 
die X'Axe erzeugten Paraboloids ergiebt sich, wenn h ihre Höhe 
ist, als Zahl 

h 

8 



-''£ 



y2px-i-p*dx = 2jt 



^(ipx+p') « = ^ { Vp{ih+p)'-p'}. 



3) Um die Zahl des Wulstes, welcher durch Drehung eines 
Kreises um eine denselben nicht schneidende Axe in seiner Ebene ent- 
steht, zu erhalten, berechnet man die durch Umdrehung der Halb 
kreise BDB' und BD'B' (Fig. 36 auf S. 218) erzeugten Zonen A, A'. 
Man hat für die Ordinaten dieser Curven 



y = h -{-ya^—x* y = h — ya^ — x\ 

somit für beide 



Demnach ist nach der Formel (d) 
A = 2na f (h 



« a 



«* \a^--x' 



+ ya*-a;«) 



dx 



^ — a 



X^) 



Va^-x^ 
dx 



also 

/»a clx 

(S. 388 d. I. T.). Der Flächeninhalt des Wulstes ist mithin gleich 
2 «TT . 2&7r, wie es die obige Guldin'sche Regel verlangt. 

Falls die Drehaxe XX' den Kreis schneidet, so ist, wie man 
leicht erkennt, 4a 6 n* gleich dem Unterschiedener Oberflächen, welche 
durch die Drehung der beiden Abschnitte, in welche der Kreis durch 
die Axe XX' zerfällt, um dieselbe erzeugt werden. 

18. Complanation der sphärischen Flächen mit 
Hilfe der geographischen Coordinaten. 

Wir wollen endlich den Satz von Nr. 13 anwenden auf 
die Complanation eines beliebigen Stückes der Kugelfläche 
vom Radius a, indem wir ihren Mittelpunkt zum Ursprung 
der Coordinaten wählen und die Coordinaten eines willkür- 
lichen Punktes derselben mit Hilfe der geographischen Länge 
und Breite, (p und ^, durch die Gleichungen 
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x^ a cos (p cos ^ y = a sin g? cos ?^ ;er = a sin ^ (1) 
darstellen. Wir finden 

■^ ^ — a%\n.(p cos ^ ö^ — ^ cos ^ cos ^ ^~ '*' ^ 

^ic ' , dy . » . dz 

— s= — a cos ^ sm ^ ^ = — a sin 9) sm ^ ^ — a cos ^, 

also, indem wir a. a. 0. u, v bezw. durch 9?, ^ ersetzen, 
J ^ a^ cos 9 cos ^^ K = a^ sin 9 cos ^^ i = a^ sin ^ cos ^ 
jr2+ ^2+ Z2_ ^4ßog ^2^ i/J^T^^H^« a«cos 1^. 

— — ^ — j nicht verlässt, so ist 

cos if'^0. Somit ergiebt sich für die dem Gebiete O in der 
9?^ -Ebene entsprechende sphärische Fläche 

A = a^l I cos ^ d(p d^. (2) 

Um den Inhalt der ganzen Kugelfiäche zu erhalten, 

lässt man 9? von — ä bis ä und V' von — — bis — gehen. 
Es ist demnach 



n 



O^a^l cos tl; dxif. I d(p ^ a^,2 .2%^Aa^7t. (3) 

Ein weiteres Beispiel zur Anwendung der Formel (2) bietet das 
Stück der Kugelfläche, dessen Inhalt auf S. 247 berechnet ist. Der 
Leser wird sich leicht überzeugen, dass man auf diesem Wege be- 
quemer zur Formel (22) a. a. 0. gelangt, als auf dem dort ein- 
geschlagenen. Man erhält nämlich für den genannten Inhalt 

n n n 

a* 1 dtf\ coB if) dtp -\- j d(p j cost^di^ 



2 

n it 



= 2a^f ^dcpl 
Jo J(p 



cos ip dxlj — a*7t — 2a*. 



Anmerkung. Auf die nämliche Art erhält man die Zahl eines 
Stückes der im 3. Beispiele von Nr. 10 betrachteten Oberfläche mit der 
Polargleichung r = /'(g?, 1^), deren Punkte somit die in den Formeln (g) 
a. a. 0. angegebenen Coordinaten besitzen. Man bedient sich mit 
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Vortheil der auf S. 240 eingeführten Ausdrücke E^ F^ G, wofür man 
hier erhält: 

\C(p/ ' Ccp Clp V^W 



Es ist mithin 



also 






19, Neuer Beweis eines Satzes von Gauss aus der 
Lehre von der Anziehung homogener Ellipsoide.^) 

So einfach die Ergebnisse der vorigen Nummer an sich 
auch sein mögen^ so können sie doch zum Beweise eines 
wichtigen Satzes dienen, den Gauss a. a. 0. aufgestellt hat. 
Er lautet: 

„Es sei gegeben eine einfache geschlossene Fläche D 
und zwar seien die Coordinaten aller ihrer Punkte M durch 
die nämlichen Gleichungen 

dargestellt, wobei den Parametern u, v ein gewisses Gebiet <t> 
in der wi;-Ebene angewiesen ist. Die Functionen 9?, ^, % 
sind ain jeder Stelle m, v von <t) eindeutig und stetig. Ihre 
partiellen Differentialquotienten erster Ordnung nach u und v 
mögen stetig sein mindestens in allen Punkten eines jeden 
Gebietes, welches von <t> dadurch, dass einzelne Punkte und 
Linien durch beliebig kleine Umgebungen ausgeschlossen 
werden, übrig bleibt." 

„Wenn dann D den Abstand eines festen Punktes 
^ = (a, 6, c) vom willkürlichen Flächenpunkte M 
bezeichnet, so dass 

1)2= (a; - ay+ (y - hy+ {z - cy 

ist, d die Richtung von A gegen M und n die äussere 
Normale der Fläche D in Jtf, endlich E, F, G die 



1) Werke V. S. 9. Dass der Satz im Falle, dass der Punkt Ä 
der Fläche selbst angehört, einer Einschränkung bedürfe, bemerkt 
Gauss selbst (a. a. 0. S. 224). 
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nämliclie Bedeutung haben wie auf S. 240, so ist das 
Doppelintegral 






f T)2 ^^^^ (5) 

($) u 

stets vorhanden und hat (bei positiven du, dv) den Werth 
Aity 2% oder 0, je nachdem der Punkt A innerhalb, 
auf oder ausserhalb der Fläche D liegt. 

Befindet sich der Punkt A auf der Fläche D selbst, 
so dürfen indess die Differentialquotienten erster Ordnung 
der Coordinaten nach u und v bei ihm nicht unstetig sein 
und die drei Ausdrücke J", K, L a. a. 0. dafür nicht zu- 
gleich verschwinden. Die Fläche D soll also in A eine 
tangirende Ebene haben." 

Beweis. Wir bemerken zunächst, dass das Integral (5), 
wenn es einen Sinn hat, seine Form weder durch Verlegung 
des Anfangspunktes der Coordinaten unter Festhaltung der 
Axenrichtungen, noch dadurch ändert, dass an Stelle der 
Parameter u, v zwei andere m', i?' treten. Das erstere er- 
giebt sich daraus, dass, wenn wir in (5) 

x^ a + x^ 

(wo a, 6, c zunächst beliebig sein mögen) setzen, blos die 
Differentialquotienten von x, y, nach u und v in die 
entsprechenden von x\ y', z' übergehen; das letztere wird 
auf die nämliche Weise gefunden, wie die Formel (17*) 
auf S. 245. 

Zufolge der ersteren Bemerkung können wir den Anfangs- 
punkt der Coordinaten in den Punkt A verlegen, was wir 
dadurch ausdrücken, dass wir in (5) anstatt D r {^ OM) 
und statt d r schreiben. Die Cosinus der Richtung 

r=OM 

sind xiTy y iTj zir, die für die Richtung der äusseren 
Normale der Fläche D nach S. 226 und der Formel (5) 
auf S. 240 
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XIX. Abschnitt Nr. 19. 



sJiVEG-F' 



sKiVEG-F^ 



sLiVEG-F^, 



worin € einen der Werthe + 1 und — 1 bedeutet und zwar 
für alle Punkte der Fläche D den nämlichen. Wir erhalten 
demnach 



cos rn = 



r}/EG-F 



.{Jx + Ky + Lz) 



rVEG-F* 



X y z 

dx dy dz 
du du du 

dx dy dz 

dv dv dv 



(6) 



Bezeichnen wir diese Determinante kurz mit A, so erhält 
das in Rede stehende Doppelintegral mithin den Ausdruck 



3 



yX)»"' 



du dv (e = ± 1). 



(7) 



Um dieses Integral zu berechnen, gehen wir zu den 
räumlichen Polarcoordinaten r, tp, il) (S. 232) über, wobei 
verschiedene Fälle zu unterscheiden sind. 

1. Fall. Der Punkt liegt innerhalb der Fläche D, 
Yon welcher zunächst angenommen werde, dass sie von jedem 
Halbstrahle durch nur in einem Punkte getroflfen wird. 
Wir haben es also mit der a. a. 0. betrachteten Fläche, deren 
Polargleichung r^f((p, t) ist, zu thun. Nach der Formel (i) 
daselbst ist die auf die Parameter qp, ^ bezogene Deter- 
minante A: 

A(9, if) = r^ cos ^, (8) 



so dass das Integral (7) in 



£ / / cos tl) dq) dtl^ 

J Jm 



(9) 



übergeht, worin 9fi das Rechteck in der (pip-lEihene zwischen 
den Abscissen g? = — jr und (p ^ n und - den Ordinaten 

V^ == — — und ^ = ^ bezeichnet und d(p,d^ wie gewöhnhch 
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als positiv zu betrachten sind. Wir haben nach den Formeln (6) 
und (8) , 



cos rn 



yEG-F 



worin EG — F^ durch den Ausdruck (3*) zu ersetzen ist. 
Da nun zufolge des Anblickes rn ein spitzer Winkel und 
der Bruch neben s durchaus positiv ist^ so hat man 
6 = 4-1 zu nehmen. Wir haben also nach der Formel (3) 
auf S. 253 p p 

= 11 cos ip d(pdtp ^ An. 



3 



(11) 



2. Fall. sei ein Punkt der Fläche D, von der wir 
annehmen, dass sie von jedem Halbstrahl durch ausser 
in höchstens noch in einem Punkte geschnitten wird. 
Die Fläche D liegt somit vollständig auf einer Seite der sie 
in berührenden Ebene. Das Integral 3 geht bei Ein- 
fuhrung der räumlichen Polarcoordinaten über in 



//■ 



Fig. 40. 



COS ^ äff d^lf, 

erstreckt über alle Werthsysteme q>^ip, welche zu einer Halb- 
kugel vom Mittelpunkte und dem Radius 1 gehören, hat 
also den Werth 27t. 

3. Fall. liegt ausserhalb der geschlossenen Fläche D, 
welche von jedem Halbstrahl durch höchstens in zwei 
Punkten geschnitten werde. Die Tan- 
genten der Fläche D, welche durch 
gehen, berühren sie längs einer ge- 
schlossenen Linie, welche sie in zwei 
Stücke zerlegt. In demjenigen von 
ihnen, welches aus den dem Punkte 
näheren Punkten von D besteht, ist, 
wie der Anblick zeigt, der Winkel rn 
stumpf, also cos rn negativ, in dem 
anderen ist er spitz und daher cos rn 
positiv. (Vgl. die Fig. 40, welche 
einen ebenen Schnitt der Fläche D 
durch darstellt, in welchem indess die Flächennormalen n 
nicht zu liegen brauchen.) Für das erstere Stück ist also 

stolz, Differential- u. IntegTalrechnung. III. 17 
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nach der Formel (10) £ = — 1, für das letztere £ = + 1. 
Jedem von ihnen entspricht das nämliche Gebiet § in der 
9^ -Ebene. Wir erhalten demnach 

3 = / / cos ifj d(p dip — I I coBipdq)dtlf ^ 0, 

4) Auch in allen übrigen Fallen ist vor der Trans- 
formation des Integrals 3 durch Einführung von 9, ^ eine 
Zerlegung des ursprünglichen Gebietes <t>, d. i. der Ober- 
fläche D, erforderlich. Wir betrachten dieselbe als eine ge- 
wöhnliche, d. h. nehmen an, dass die Anzahl der Punkte, 
welche sie mit irgend einer Geraden gemein hat, eine be- 
stimmte Zahl nicht übersteige. Liegt der Punkt inner- 
halb D, so wird jeder Halbstrahl durch 0, der D nieht 
berührt, diese Fläche in einer ungeraden Anzahl von Punkten 
schneiden, welche wir vom Punkte ab gegen die Fläche 
hin zählen. Ihre ersten Schnittpunkte mit den Halbstrahlen 
durch 0, d. i. die auf ihnen dem Punkte nächstgelegenen, 
erfüllen zwei oder mehrere getrennte Stücke von und 

zwar so, dass um sie zu beschreiben, fp alle 

Werthe von — ic bis jr, ^ alle von -— — bis 
— annehmen muss. (Z. B. auf der birnen- 
förmigen Fläche, von welcher Fig. 41 einen 
ebenen Schnitt durch darstellt, bilden 
die genannten Punkte zwei Gebiete, wovon 
der Schnitt die Linien AGB und ÄG'B' 
enthält.) Die den erwähnten Gebieten ent- 
sprechenden Theile des Integrals (7), für 
deren jeden £ »= + 1 sein muss, liefern nun 
zusammen beim Uebergange zu den Polarcoordinaten wieder 
das Integral (11), haben also zusammen den Werth 43r. Die 
zweiten und dritten Schnittpunkte von D mit den Halb- 
strahlen durch erfüllen mit einander ein oder mehrere 
zusammenhängende Stücke von D, deren jedes von einem 
das Innere treffenden Halbstrahl in zwei Punkten durch- 
bohrt wird. (In jener besonderen Fläche sei ein solches 
Lager vorhanden, welches von der Ebene der Fig. 41 in den 
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Curven ÄDÄ' und BEB' geschnitten werde.) Hinsichtlich 
des Theiles vom Integral 3, der einem von den zuletzt 
erwähnten Stücken der Fläche O entspricht, gilt das beim 
3. Falle Bemerkte: er verschwindet somit. Das Nämliche 
kann man behaupten von den Theilen des Integrals 3; 
welche erstreckt sind über die Stücke der Fläche D, die 
von den etwaigen vierten und fünften Schnittpunkten dieser 
Fläche mit den Halbstrahlen durch gebildet werden. 
U. s. f. für jedes weitere Paar von Schnittpunkten. Hieraus 
erhellt, dass das Integral 3 im Falle, dass der Punkt 
innerhalb der Fläche D liegt, den Werth Ait hat. 

Auf ähnliche Weise zeigt man, dass, je nachdem der 
Anfangspunkt auf oder ausserhalb der Fläche D sich 
befindet, das Integral 3 stets gleich 2^ oder ist. 



17 



Nachträge zum L Theile. 



Aus den Entwickelungen von Nr. XVIII. 12 und 13 ist 
ersichtlich, dass Fragen, welche selbst bei den uneigentlichen 
Doppelintegralen der einfachsten Art auftauchen, sich nur 
mit Hilfe der allgemeinen Sätze über die eigentlichen und 
uneigentlichen einfachen bestimmten Integrale in wirkUch 
befriedigender Weise erledigen lassen. Namentlich bedürfen 
wir hierzu des allgemeinen Begriflfes der absolut convergenten 
einfachen Integrale. Wir müssen daher den X. Abschnitt des 
I. Theiles in dieser Beziehung ergänzen. 

I. lieber nnendliehe Systeme oder Mengen von Pnnkten. 

Wenn eine unendliche Menge von Werthen Xj 
von welchen jeder zwischen denselben endlichen 
Zahlen a, 6 liegt, vorgelegt ist, so giebt es mindestens 
einen Werth, in dessen jeder Umgebung unendliche 
viele Werthe der Menge liegen. Wir denken uns diese 
Werthe als Abscissen auf einer Axe aufgetragen, so dass 
jedem Werthe ein Punkt derselben entspricht. Theilen wir 
das Intervall & — a = eZ in e(^ 2) gleiche Theile, so befindet 
sich darunter mindestens einer, in welchem unzählig viele 
Punkte X enthalten sind. Denn wäre dies nicht der Fall, so 
wäre die Menge der Punkte eine endliche. Die Grenzen 
dieses Theiles oder, falls es deren mehrere giebt, desjenigen, 
welcher dem das Intervall (a, 6) in positivem Sinne ab- 
schreitenden Beobachter zuerst begegnet, seien a -\- c^d:e 
und a + (c^ + 1) d : e, wobei ^ q < e — 1 ist. Wird der so- 
eben erwähnte Theil von der Länge d : e wieder in e gleiche 
Theile zerlegt, so gilt Aehnliches. Es giebt unter diesen 
Theilen von der Länge d : e^ einen ersten 



I. üeber unendliche Systeme oder Mengen von Punkten. 261 

[» + 6 + s)". « + 6 + "¥)"]• 

welcher unzählig viele Punkte der gegebenen Menge enthält. 
Er wird wieder in e gleiche Theile getheilt u. s. f. Hierdurch 
gelangen wir zu einer Zahl 

c = 7 + ^ + f-^ + "- 

von der folgenden Beschaffenheit. Setzen wir 

so befinden sich in jedem Intervalle 

(a + Snd, a + [8n + e-^]d) (n « 1, 2. . .) 

unendlich viele Punkte der vorgelegten Menge. Da nun die 
Zahl a + cd ebenfalls jedem solchen Intervalle angehört, so 
ist klar, dass in dem Intervalle (a + cd — f, a -\- cd -{■ s), 
mag £ was immer für eine positive Zahl sein, unzählig viele 
von den gegebenen Punkten liegen müssen. Man braucht, 
um dies einzusehen, ja nur n so gross anzunehmen, dass 
e-"'*< £ : d ist. 

Wenn zu einer Punktmenge auf der x-Axe eine un- 
begrenzte Folge von Punkten mit den Abscissen x^X2... Xn-.-y 
welche bei lim n =4= cx) den endlichen Grenzwerth X haben, 
gehört, so heisst der Punkt X'=X ein Grenzpunkt der 
Punktmenge.^) Grenzpunkte hat jede unendliche Punkt- 
menge im Endlichen [d. h. innerhalb eines endlichen Inter- 
valles (a, 6)]; ein solcher ist gewiss der obige Punkt 
/p = a + c(?. Greifen wir nämlich einen von ihm verschiedenen 
Punkt der Menge x = x^ im Intervalle (a, &) heraus, so ist 
entweder 

2(a + cd) — Xi<. a-\-cd<x^ oder ä^i < a -f cd < 2(a + cd)—x-^y 

also können wir dem Punkte x ^ x^ einen zweiten, wieder 
von a + cd verschiedenen Punkt der Menge, x = x^, in einem 
der soeben angegebenen Intervalle zuordnen u. s. f. ins Un- 
endliche. 



1) So ist z. B. für das in XVII. 4* unter 1) angeführte System 
der Punkt x = ein Grenzpunkt und zwar der einzige. 



262 Nachträge zum I. Theile. 

Die Gesammtheit der Grenzpunkte einer endlichen Punkt- 
menge wird nach G. Cantor (Math. Ann. V. S. 129) als die 
Ableitung derselben bezeichnet. Gehört zur Menge ihre 
Ableitung, so heisst sie nach C. Jordan (C. d' Analyse L S. 19) 
„parfait", was ich mit ,, vollständig" übersetze. 

Ist die Ableitung einer unendlichen Punktmenge selbst 
eine unendliche Menge, so hat sie ihrerseits eine Ableitung, 
welche die zweite Ableitung der ursprünglichen Menge 
genannt wird. ü. s.f. 

Eine unendliche Punktmenge im Endlichen, zu der blos 
eine endliche Anzahl von Ableitungen gehört, heisst von 
erster Gattung und zwar von jener Ordnung, welche die 
letzte Ableitung angiebt; jede andere von zweiter Gattung. 

Die vorstehenden Begriffe lassen sich ohne Weiteres auf 
Systeme von Punkten in einer zwei- oder mehrdimensionalen 
Mannigfaltigkeit übertragen. Kommt z. B. in einem Systeme 
von Punkten Xy y die unbegrenzte Schaar von Punkten 

^n, J/n(w-=l,2. ..) 

vor, wofür Xn bei lim n = + oo den endlichen Grenzwerth X, 
yn den endlichen Grenzwerth Y besitzt, so heisst X, Y ein 
Grenzpunkt des betrachteten Punktsystems. 



IL lieber das obere und untere Integral einer Function 

einer Veränderlichen. 

1. Die Betrachtungen auf S. 353 — 357 d. LT., welche zum 
Beweise des Satzes (ß) dienen, liefern auch den Beweis des 
nachstehenden Satzes, gerade so wie aus denen in XVII. 3 
die Existenz eines Grenzwerthes hervorgeht, von welchem 
das obere Doppelintegral einen besonderen Fall bildet. 

„Im endlichen Intervalle (a, V) worin a < 6 ist, sei ein 
System von Punkten 5 gegeben und es sei für jeden von ihnen, 
Xy eine eindeutige Function f{pc) erklärt, welche für ihre Ge- 
sammtheit endlich ist, d. h. es gebe zwei Zahlen A^ B derart, 
dass, mag x was immer für ein Punkt des Systemes § sein, 
^ < f{^) < B ist." 



/ 
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„Wir schälten zwischen a und h n — l Werthe 

ein, wodurch das Intervall (a, h) in n Theile von den Längen 
^1^2 • • • ^« zerfallt. Diejenigen unter ihnen, in welchen Punkte 
von 5 vorkommen, seien mit t^t^.-'Tm^ bezeichnet. Die 
Werthe von f(x) in den Systempunkten des Intervalles tr 
sollen die obere Grenze gr und die untere hr haben. Dann 
haben die Summen 






Krtt 



r «T 

1 



bei. unbeschränkter und unbegrenzter Abnahme aller 
Strecken dry deren Summe jedoch stets h — a bleiben 
muss, je einen endlichen Grenzwerth G^, iT, d. h. jedem 
« > entspricht ein A > so, dass sowohl 

K^grtr —GKSy als auch Q<K —^rhrtr < 6 (1) 
1 1 

ist, wenn nur jedes ör (r = 1, 2 . . . w) kleiner als A ist." 
Aber auch die Summen 







gt-T^r ^rkrtf. 



worin die t}. diejenigen unter den Theilen r^ . . . tm^ bezeichnen, 
welche blos aus Systempunkten bestehen, und gi-^ hl 
die obere und untere Grenze der zu den x des Theiles tl ge- 
hörigen Werthe von f(x) bedeuten, haben bei 

lim dr «= (r = 1, 2 . . . w) 

je einen endlichen Grenzwerth G\ K\ 

Lassen wir f(x) für jedes x im Systeme 5 gleich 1 sein, 
so ist gr^ kr, slso G^K (= L), G' = K' (= L') und dabei 
L^L^. L soll die äussere, V die innere Länge des 
Punktsystemes % heissen. Ist L ^ L\ so wird ihr ge- 
meinsamer Werth zur Länge des Punktsystemes %, 
Beispiele dieser Zahlen sind schon in XVII. 4* vorgeführt. 
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Wenn L=^0 ist, so ist auch i' « 0. Das Punktsystem fj 
hat die Länge Null und wird discret genannt. Ein solches 
System ist dadurch vollständig charakterisirt, dass die ihm 
angehorigen Punkte sämmtlich in Theilstrecken r^r^. . . r» des 
Intervalles (a, h) liegen, deren Summe kleiner ist als eine 
beliebig gegebene positive Zahl s. Denn es ist nach (1) 

^ i < ^rtr, also L <Sy 

somit, da s jede positive Zahl sein kann, Z =» 0. — Jedes 
Punktsystem 1. Gattung (S. 262) ist discret. 

Lassen wir das System f$ die Gesammtheit aller Punkte 
im Intervalle (a, 6) von x sein, so fallen sowohl die Strecken 
Tj. . . Xm^y als auch die x[. . ,tp^ mit den Strecken 6^, , ,dn 
zusammen. Es ist mithin 



G^G 



» n 

' = lim yiOrSr K^E!^ lim ^rlt^r^A 



wir gelangen also zu den auf S. 351 d. L T. eingeführten Grenz- 
werthen, welche wir nunmehr das obere und untere Inte- 
gral der Function f(x) im Intervalle (a, hy) nennen 
werden. Wir gebrauchen dafür nach C. Jordan die Be- 
zeichnungen 

G^l f(x)dx K^l f(x)dx. 

2. Es dient auch im X. Abschnitte zur Abkürzung der 
Darstellung, den Satz, welcher dem 2. Satze in XVII. 5 ent- 
spricht, zwischen Nr. 2 und 3 einzuschalten. Dann kann der 
m. Nachtrag auf S. 330 d. 11. T. entfallen. 

Der erwähnte Satz lautet: „Zur Existenz des be- 
stimmten Integrals der endlichen Function f{x) über 
das Intervall (a, 6) ist nothwendig und hinreichend, 
dass jeder positiven Zahl € ein System von Theilen 
8^8^, ,.8^ des Intervalls 6 — a so sich zuordnen lässt, 
dass die nicht negative Summe 



1) Diese Namen wurden von V. Volt e rr a (Battaglini Giomale XIX. 
S. 340) und M. Pasch (Math. Ann. Bd. 30 S. 149) eingeführt. 
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n 



0^2f^gr-h)Sr<S (2) 

1 

ist."^) — Dass diese Bedingung nothwendig ist, leuchtet nach 
S. 352 d. I. T. unmittelbar ein. Sie reicht aber auch aus. Da, 
wie auch die Theile d^ . . . d„ gewählt sein mögen, stets 

n n 

1 1 

ist, so schliessen wir aus (2), dass 

0£G^K<a 
ist. Hier darf s jede positive Zahl sein, mithin ist 

G-K^O. 

2*. Integrirbare Functionen. 

Wir geben jetzt den Beweis des auf S. 172 benutzten 
Satzes, welcher zugleich den Untersuchungen in X. 3 einen 
gewissen Abschluss verleiht. 

Satz.*) „Die nothwendige und hinreichende Be- 
dingung dazu, dass die im Intervalle (a, 6) von x 
allenthalben eindeutig erklärte und darin endliche 
Function f(x) von x^a bis x^b integrirbar ist, be- 
steht darin, dass zu jeder positiven Zahl s ein dis- 
cretes System 3Jig (das mit der Zahl s sich ändern kann) 
von Punkten x^ gehört, in welchem der Sprung von 
f(x) grösser als s ist." 

Dabei verstehen wir unter dem Sprunge von f(x) in 
dem Punkte x = x' den Unterschied: obere Unbestimmtheits- 
grenze von f(x) bei x = x^ weniger untere Unbestimmtheits- 
greuze.^) Bezeichnen wir dieselben mit. 0(x') und U{x^) und 
den Sprung von f(x) bei x =' x' mit D{x'), so hat man also 

D(x^) = 0(x') - U(x') (> 0). (1) 

a) Nothwendigkeit dieser Bedingung. Bedeutet x = x* 
zunächst einen beliebigen Punkt des Intervalles (a, h), so 



1) Vgl. Dini, Grundlagen § 185. 

2) Im Wesentlichen bei Dini-Lüroth, Grundlagen §187*. 

3) Vgl. Arithmetik I. S. 164. Bei Aufstellung derselben ist auch 
der Werth f(x') zu berücksichtigen. 
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lässt sich jedem x > ein d > so zuordnen, dass es im 
Intervalle (x' — ö, x^ + ä) mindestens einen Werth a;^ giebt, 

^^^^^ f(x,) > 0(x^) - X, 

und mindestens einen Werth ajj, wofür 

f(x,) < U(x'} + X 
ist. Somit haben wir 

f{x,)^f{x,)>B(x^)-^2^. (2) 

Theilen wir nun das Intervall i — a in w beliebige Theile 
dj, dg . . . d„ und bezeichnen mit £,, fg . . . fjt„ diejenigen unter 
ihnen, in welchen mindestens ein Punkt der Menge äR« vor- 
kommt. Es sei femer 6r die Schwankung von f{x) im 
Theile tfr, t» die im Theile £,. Wir haben alsdann, da der 
letztere Theil mindestens einen Punkt x^ enthält, woför -D(a;') 
grösser als s ist, nach (2) 

r, > « — 2x. 

Demnach ist , 

2 OrSr > (« - 2x)2 «•• (3) 

1 1 

Hätte nun das Punktsystem x^ eine positive äussere Länge L 
(S. 263), so wäre t^ 

somit nach (3) 




l6rSr>{s-2^)L. 



Wie klein man sich auch die Theile 8r denken mag, 
^lörSr würde also stets über einer positiven Constanten 

liegen; diese Summe könnte also bei lim dr ■" (r = 1 . . . n) 
nicht zum Grenzwerthe convergiren. 

b) Die in Rede stehende Bedingung reicht aus. Beim 
Beweise dieser Behauptung bedienen wir uns des nach- 
stehenden Hilfssatzes ^), den wir unten zeigen werden. 

1) Vgl. Dini-Lüroth, Grundlagen S. 334. Der Beweis desselben 
ergiebt sich in Anlehnung an den a.a.O. §41 mitgetheilten C an tor- 
schen Beweis des Satzes über stetige Functionen, I. T. S. 348, welcher 
als der der Annahme 6 = entsprechende besondere Fall desselben 
angesehen werden kann. 
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Hilfssatz« ,,Wenn die im Intervalle (a, h) von x ein- 
deutige und endliehe Function f(x) in den Punkten desselben 
nur Sprünge macht, deren Betrag die Zahl s nicht über- 
steigt, so lässt sich jeder Zahl x > eine andere A > so 
zuordnen, dass, wenn x und Xj^ irgend zwei Punkte des Inter- 
valles (a, 6) bedeuten, deren Abstand kleiner als X ist, als- 
dann stets 

\f(x,)-f(x)\<B + ^ 

ist." 

Angenommen, dass für jedes x 

a^x<h Ä<f(x)<B 

ist, und die Richtigkeit dieses Hilfssatzes vorausgesetzt, 
finden wir, dass, wenn ein jedes dr kleiner als X ist, dann 



k 



7t 

2- 



2 ffr<Jr < (« + X)2'' Sr+{B- Ä) ^, S, (4) 

1 1 

sein muss» Dabei bezieht sich die Summe ^r auf alle jene 

Theile dr, welche keinen Punkt der Menge SR« enthalten; 
sie ist natürlich kleiner als 6 — a. Wir können ferner die 
Sg so klein annehmen, dass 

1 

ist. Demnach hat man nach (4) 

n 
^r6rdr<(£ + Tc) {h - o) + (B - Ä) X 

= 6{h-a) + K(b - a+B — Ä), 

Durch gehörige Wahl der Zahlen s und x lässt sich die 
rechte Seite dieser Ungleichung jeder beliebigen Zahl s* 
gleich machen. Die Function f(x) ist mithin von x = a bis 
a? « 6 integrirbar (Nr. 2). 

Beweis des obigen Hilfssatzes. Da die Werthe der 
Function f(x) für alle x im Intervalle (a, 6) zwischen den 
nämlichen Zahlen A und B liegen, so sind die Unbestimmt- 
heitsgrenzen 0(x) und ü(x) für jedes solche x bestimmte 
Zahlen. Dabei liegt f(x) selbst zwischen ü(x) und 0(x), 
genauer, es ist 
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üix)-^f(x)^0{x) (5) 

(S. 173 Note). Es gehört ferner zu jedem x > eine posi- 
tive ZaM 8(x) derart, dass für jedes a;' im Intervalle (a, 6), 

^°^'" \x'-x\<S{x) 

*^*' V{x)-K<f{x')<0(x) + x (6) 

ist. Aus den Beziehungen (5) und (6) folgt, wenn man 
0(aj) — 11 (x) = D{x) setzt, dass 

. - D{x) -x< fix') - f(x) < D{x) + X, 

I f{o>') - m \<I){X)^X^S + 7C (7) 

ist. Um die Zahl ö{oc) vollständig zu bestimmen, setzen wir 
fest, dass, wenn dazu eine beliebige Zahl cö > gefügt wird, 
unter den Werthen im Intervalle 

{x — 8{oc) — c3y X + 6{x) + (o) 

mindestens einer, x^\ sich befinde, wofür 

ist. — Es lässt sich nun zeigen, dass die positive Zahl 
S{x)y während x das Intervall (a, 6) durchläuft, eine 
positive untere Grenze ^l besitzt. Im Intervalle (a, V) giebt 
es mindestens einen Werth x^, in dessen jeder Umgebung 6{pc) 
die untere Grenze ft hat. Ersetzen wir in (6) x durch x^y 
z durch X : 2 und d(x) durch tf^, so finden wir, dass, wenn 
Xj x' irgend zwei Werthe des Intervalles (a, 6) bedeuten, 
wofür I ä; — i^Q I und \x' — Xq\ kleiner als Öq sind, alsdann 

ü(x,)-^<fix)<0(x,) + ^, 

U(Xo)-^<fQ'^)<0{x,) + ^ 
ist. Hieraus ergiebt sich, dass 

I f(x') - fix) I <D(^o) + X ^ 5 + ^ (8) 

sein muss. Bezeichnet nun x irgend einen festen Werth im 

Intervalle / i i \ 

(x,--^d^, x,+ ^8^) (9) 

und x^ einen willkürlichen Werth im Intervalle 

so haben wir |:r — ^^ | < (Jq : 2 und \x^ — Xq\<.8^. Für x 
und x^ gilt demnach die Beziehung (8). Hieraus erkennen 
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wir, dass d(x) nicht kleiner als 8^:2 sein kann. Da [i die 
untere Grenze ist für die Werthe von S(x)j während x das 
Intervall (9) durchläuft, so giebt es zu jedem <T > einen 
Werth ic" in demselben derart, dass d(x") Kfi + C ist. Es 

ist aber auch 

d{x")>^d,:2, 
somit 

woraus man bei der WiUkürlichkeit von ö schliessen muss, 
dass 0^:2 ^[i ist. Die Zahl fi ist also sicher von Null 
verschieden. Es besteht demnach die Ungleichung 

für je zwei Werthe x, x^ im Intervalle (a, &), deren Unter- 
schied dem Betrage nach kleiner als ft ist. 

3. Die in X. 5 d. I. T. aufgeführten Sätze über das einfache 
bestimmte Integral lassen sich auf das obere und untere Inte- 
gral einer im Intervalle (a, 6) endlichen Function übertragen. 
Die Sätze 1) und 2) gelten auch für diese Integrale, nur 
muss in 2) M, positiv sein. 

An Stelle des dritten Satzes tritt aber nunmehr der 
folgende: Sind die Functionen /i(a;), f^{pc).,.fm{x) im 
Intervalle (a, h) von x endlich, so ist das obere 
Integral der Summe /^^(a;) + ••• + /'»^»(a;) nicht grösser 
als die Summe der oberen Integrale der Addenden, 

das untere Integral von /i(rr)H V fmi'no) nicht kleiner 

als die Summe der unteren Integrale der Addenden. 

Beweis. Wir können uns dabei auf zwei Functionen 
fiQc), fiix) beschränken, deren obere und untere Integrale 
bezw. mit öj, JK^; G^y K^ bezeichnet seien. 6r,Ä bedeuten das 
obere und untere Integral von fi(x) + f^{x). Ist 

und sind gr, gir, ffir bezw. die oberen Grenzen der Functionen 
fi^)} /i(^); /iC^) ^^ Intervalle (ar— i, ar) von x^ so hat man 

Daher ist nach (12) auf S. 355 d. I. B. 

£^rgrdr <^rg^r *r +^rg2rär. (a) 
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Da nun 

lim ^rgirdr^ (ti lim ^fifa r*r« Gi 

ist, so können wir zu jeder Zahl « > Theilchen dr von 
solcher Kleinheit finden, dass 

G, £^rgtrdr < G, + B G, ^^rQ^rSr <G^+a 

ist. Somit ist nach (a) 

G<G^+G^+2b, 
woraus sich wegen der Willkürlichkeit von e die angekündigte 
Beziehung Q^G, + 0, 

ergiebt. Auf ähnliche Art erweist man den zweiten Theil 
des obigen Satzes. 

Satz. „Ist die eindeutige Function f(x) im Intervalle 
(a, 6) endlich und liegt c zwischen a und 6, so ist das 
obere Integral von f{x) über das Intervall (a, h) 
gleich der Summe der oberen Integrale von f{x) in 
den Intervallen (a, c) und (c, 6): 

/»(i)6 /<»(i)c n{i)b 

(G^) f(x)dx^ f(x)dx + j f{x)dx (a<c<6). (b) 

e/« t/a t/c 

Desgleichen besteht zwischen den unteren Integralen der 
Function f{x) über die in Rede stehenden Intervalle die 
Beziehung: 

/^(2)& /^(2)c /^(2)6 

{K^)l f(x)dx^l f(x)dx+ f{x)dxJ' (c) 

Beweis. Lassen wir c zu den zwischen a und b ein- 
geschalteten Werthen gehören und c — a in die Strecken 
d\. . .5«, b — c in die Strecken f^. . .£« zerfallen, bezeichnen 
wir dann die obere Grenze von f(x) im Intervalle dr mit gr, 
im Intervalle 6r mit Ä^; so haben wir 



m n 



6r « lim ^S'r*r+ lim . >rÄrf 



TlVfCf 



()^«o-^ V'-o ^ 



Diese Formel stimmt mit (b) überein. — Auf ähnliche Weise 
gelangt man zur Formel (c). 
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Aus dem vorstehenden Satze ergiebt sich unmittelbar 
der weitere, dass, wenn die im Intervalle {a, h) end- 
liche Function f(x) ein bestimmtes Integral über 
dasselbe zulässt, das Nämliche gilt bezüglich der 
Intervalle (a, c) und (c, b) und dass 

' f{x)dx=^l f(x)dx+ f(x)dx (d) 

ist. — In der That folgt aus der Gleichung G = K nach 
(b) und (c) 

J/^(l)c /^(1)6 /^(2)c /^(2)6 

' f(x)dx + I f(x)dx = / f(x dx + I f(x)dx (e) 

nothwendig 

J/»(l)c /^(2)c /^(1)& /^(2)ö 

' f(x)dx = l f(x)dx, j f{x)dx = l f{x)dx. 
a Ja t/c e/c 

Denn wäre auch nur 



J/^(l)c /^(2)c 

' f(x)dx > j f{x)dx, 
a Ja 



so wäre die linke Seite von (e) grösser als die rechte. 

4. Zu diesen Sätzen fügen wir noch den folgenden: 

,,Auf der Strecke (a, 6) sei ein discretes Punktsystem 3Ä 
gegeben. Wir schliessen die Punkte desselben in ein System 
von Strecken so ein, dass in den nach Wegnahme derselben 
zurückbleibenden Theilen von (a, V) gar kein Punkt von SÄ, 
weder im Innern noch an den Grenzen, mehr vorhanden ist. 
Die ersteren Strecken seien mit d^ . . . d'^ und ihre dem Punkte 
X => a näheren Endpunkte mit a^ . . . a«, die letzteren mit 
f^. . . £*^ und ihre dem Punkte x=^ a näheren Endpunkte mit 
fej . . . 6jt„ bezeichnet. Bedeutet alsdann fix) eine für jeden 
Punkt des Intervalles (a, V) eindeutige und im ganzen 
Intervalle endliche Function, so hat man für das 
obere Integral derselben im Intervalle (a, 6) die 
Formel . 

((?=)/ f(x)dx == lim ^ / f{x)dx, (f) 

Ja a>=O^J Jbj. 

d. h. jedem £ > entspricht ein d > so, dass 



272 Nachtrilge zum I. Theile. 

ist für jedes System d^. . .d«, welches der Bedingung 

genügt. — Ebenso hat man für das untere Integral 
von f(x) 

f f{x)dx ^limyi f{x)dx.^^ (g) 

Die Gleichung (f) folgt ohne Weiteres aus der Formel 

/(1)6 « /^(l)a^4-<Jr *» /»(l)V+«r 

m^X^^rJ^ nx)dx+^rj^ f(x)dx. 

Es ist nämlich für jedes x im Intervalle (a, 6) | /l(ic) kleiner 
als eine Constante C7, somit 



2[ / ax)dx 

1 */«r 



<C<y, 



d. i. kleiner als s, wenn man sich nur a <. s : C denkt. 

Aus den Formeln (f) und (g) ei^ebt sich unmittelbar 
der Satz: „Wenn die für jeden Punkt des Intervalles 
{a, b) eindeutige und im ganzen Intervalle endliche 
Function f(x) integrirbar ist über jeden Theil von 
(a, 6), der keinen Punkt einer discreten Menge SR 
enthält^ so ist sie integrirbar über das ganze Inter- 
vall (a, ly 

Nunmehr erscheint auf der rechten Seite sowohl der 
Formel (f ) als auch von (g) hinter dem 2 

f(x)dx] 



Jb^ 



es sind somit die rechten Seiten dieser Formeln einander 
gleich. Daher sind auch die linken Seiten derselben^ d.i. das 
obere und untere Integral der Function f{x) im Intervalle 
(a, 6), einander gleich. Diese Function ist also über dieses 
IntervaU integrirbar. 
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ni. Der allgemeine Begriff des absolut convergenteii 
einfachen bestimmten Integrals Aber ein endliehes 

Intervall (X.10),0 

1. I. FalL Die Function wechselt im Integrations- 
intervall ihr Zeichen nicht. Die folgende Entwickelung 
beruht auf dem nachstehenden Satze. 

SatB. ;;In jedem Punkte eines endlichen Intervalles {a^b) 
(wobei a<b ist), mit Ausnahme einer discreten, endlichen oder 
unendlichen Menge SR, sei die Function f(x) eindeutig defi- 
nirt und zwar nehme sie Werthe von entgegengesetzten 
Vorzeichen nicht an, es sei also z.B. überall f{x)'^0. 
Diese Function sei in dem Intervalle (a, b) nicht endlich, 
dagegen soll sie in jedem Theile desselben, welcher keinen 
Punkt der Menge 3St enthält, endlich und integrirbar sein. 
Ueber die Menge 3Jl wird eine Schaar von Strecken ^lö^-'-^n 
in der Weise ausgebreitet, dass nach Entfernung derselben 
aus dem Intervalle (a, b) nur Theile desselben übrig bleiben, 
welche keinen Punkt von 3K, weder im Innern noch an den 
Enden, enthalten. Diese Theile seien der Reihe nach mit 
«1 fj . . . ejt^ {\^^ + ^) bezeichnet und die Abscissen ihrer dem 
Punkte a? = a näheren Endpimkte mit b^b^. . . bt^ bezeichnet.^' 

„Zufolge des Umstandes, dass die Menge 3Jt discret ist 
(S. 264), kann die positive Summe 

6==d^+d^. . . + dn (1) 

beliebig kleine Werthe annehmen.^' 
„Die nicht -negativen Summen 



1 */*r 



y(x)dx(^S) (2) 

1 */*r 

haben, während den d^ . . . d„ alle dem Vorstehenden zufolge 
möglichen Werthe beigelegt werden, zur oberen Grenze ent- 



1) Ygl. die Abhandlung des Verfassers in den Sitzungsberichten 
d. k.Acad. zu Wien, Jahrg. 1898 S. 207 flg., C. Severini, SuUe fiinzioni 
di variabile reale rappresentate da integrali definiti Palermo 1899 S. 10. 
Ch. de laValläe-Poussin hat in der auf S. 124 angeführten Abhand- 
lung die absolute Convergenz der bestimmten Integrale, der einfachen 
sowohl, als der mehrfachen, auf eine andere Weise erklärt, so dass 
wir jetzt zwei in ihren Ergebnissen durchaus übereinstimmende Theorien 
derselben besitzen. 

stolz, Differential- n. Integralreohnung. m. 13 
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weder +00 oder eine endliche Zahl J^O. Im letzteren 
Falle ist J der Grenzwerth der Summe (2) bei 
lim <y -» 0, d. h. jedem positiven s entspricht ein posi- 
tives d so^ dass^ wenn nur die Summe aller dr 
kleiner als d ist^ dann stets 

0^J-S<6 (3) 

ist. Wir erklären die Zahl J als das Integral der 
Function f{x) im Intervalle {a,b), was wir kurz durch die 
Formel jt^ 

/ f(x)dx^lim^- I ' 'f{x)dx (4) 

andeuten." 

Beweis. Wir nehmen an, dass jede Summe (2) unter 
der nämlichen positiven Zahl C liegt. 

a) Zunächst betrachten wir nur eine unbegrenzte Reihe 
solcher Bedeckungen %^%^. . , %fn . . . der Punktmenge 3Sl, dass 
die Summe der %m gehörigen Strecken kleiner als eine be- 
liebig gegebene Zahl A ausfallt, wenn nur m gross genug 
gewählt wird, und zwar Bedeckungen von der Art, dass jede 
zu Xm+i gehörige Strecke völlig in einer zu %m gehörigen 
liegt. Die %m, ausmachenden Strecken seien 

^mlj Sm2 • • . ^m,n^» (5) 

Nach Wegnahme der Segmente (5) mögen vom Inter- 
valle (a, b) die Strecken 

übrig bleiben, welche gar keinen Punkt von 9Ji enthalten. 
Ihre dem Punkte x=-a näheren Endpunkte haben beziehungs- 
weise die Abscissen x = bmi - - 'bm, p^» 
Wir bilden die Summe 

und bemerken sofort, dass Zm bei wachsendem m nicht ab- 
nehmen kann. Zu den Strecken Bm,r treten nämlich beim 
Uebergange von der Bedeckung 2^;^ zu %m^\ diejenigen ünter- 
abtheilungen der dmi . . • ^»w,n^ hinzu, welche gar keinen Punkt 
von 2Ji enthalten. Somit erscheinen in Z^^+i alle Glieder von 
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Um wieder und ausserdem vielleicht neue. Da keines von 
allen negativ ist^ so hat man also 

Es ist jedoch bei jedem m Zm<C, somit hat 2/^ bei 
lim w == + oo einen endlichen Grenzwerth J, Dabei ist 

lim Em^J und J> Zm. (8) 

Somit lässt sich jedem s> ein ft > so zuordnen, dass, 
wenn nur m > /i ist, alsdann 

O^J—ZmKB oder JKZm+B (9) 

ist. 

b) Wie die Strecken d^ • • • ^« auch gewählt werden mögen, 
die Summe (2), die wir kurz mit 8 bezeichnen, kann nicht 
grösser als die soeben gewonnene Zahl J sein. Dies besagt 
dann in Verbindung mit der Beziehung (9), dass J die obere 
Grenze für alle möglichen Summen (2) ist. 

Die Ungleichung J^S ergiebt sich leicht durch die 
Bemerkung, dass nach (8) 

S-J^S-Um (10) 

ist und dass sich jedem £ > ganze Zahlen m so zuordnen 

lassen, dass rv « ^-^v 

' S-I!m<s (11) 

ausfallt. Dann hat man nach (10) /S — «7<fi; also ist in der 
That 8^J, 

Die Formel (11) wird folgendermassen bewiesen. Wir 
denken uns auf der Strecke (a, 6) neben den Strecken d^. , .d^ 
das Streckensystem (5) zunächst bei willkürlichem m auf- 
getragen. Die beiden dadurch entstehenden Streckensysteme 
s^ . . . Sk^ und £»,, 1 . . . Bm, pjn haben eine Reihe von Theilen der 
Strecke (a, 6) gemein. Die ausserdem noch vorhandenen 
Theile der Strecken «r gehören den Strecken (5)', die der 
Strecken Sm^r den Strecken dr an. Zerlegen wir nun die 
Integrale, aus denen S besteht, in die Integrale von f(x) 
über die auf diese Art erhaltenen Theile der Intervalle Sr und 
die, aus denen 27^ besteht, in die Integrale von f(x) über die 
ebenso erhaltenen Theile der Intervalle Sm^ry so fallen aus 
der Differenz S—2Jm die Integrale von f (x) über die den 

18* 
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beiden Systemen von Streciken genaeinsamen Theile aus. Die 
noch übrigen Glieder der so umgestalteten Summe Um lassen 
wir weg. Die Summe der noch vorhandenen Glieder der in 
der soeben erwähnten Weise aufgelösten Summe ff ist, da 
die Function f (x) in den Strecken c ^ . . . «*^ endlich ist, also 

unter einer Constanten H>0 liegt, kleiner als H^rdm^r- 
Wir finden daher p^ 

S ^ £m< H ^r dl^r. (12) 

1 



Nun können wir m so gross annehmen, dass >.'• dm^r 
kleiner als s:H ist Hierdurch folgt aus (12) die Formel (11). 

c) Jetzt ist noch zu zeigen, dass thatsächlich im Sinne 

der obigen Erklärung 

limS^J (13) 

ist. Verstehen wir jetzt unter m eine bestimmte ganze Zahl, nur 
so gewäJilt, dass die Ungleichung (9) gilt, so haben wir nach (9) 

0^J-S<(2:,n-S) + s. (14) 

Wenn wir Hm eine solche Constante sein lassen, dass 
^ f(x) < Hm ist für jedes x in einem der Intervalle 

so können wir aus (12) durch Vertauschung der Strecken- 
systeme dl . . . dn und (5) die Ungleichung 

n 
i:m-S<Hmyrär (15) 



ableiten. Zufolge des Charakters der Menge 9K lässt sich 
der Zahl € : Hm ein System von Strecken dj . . . d„ zuordnen, 
deren Summe « 



■m 



ist. Unter der nämlichen Voraussetzung über a ergiebt sich 
also aus (14) und (15) die Beziehung 

Dies kommt auf die Formel (13) hinaus. 
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2. n. PalL Die Function wechselt ihr Zeichen 
innerhalb des Integrationsintervalles. 

Wir lassen jetzt unter Aufrechtbaltung der übrigen 
Eingangs der vorigen Nummer über die Function f{oo) 
gemachten Annahmen die fallen^ dass sie ihr Zeichen im 
Intervalle (a, 6) nicht wechselt. Auch dann könnten wir 
den Grenzwerth,^ auf die nämliche Weise erklären, wie es 
a. a. 0. geschehen ist. In der That hat der Erfinder desselben, 
A. Harnack, keine weitere Beschränkung als die soeben an- 
geführte aufgenommen.^) Allein wir vermögen aus diesen 
Angaben und Festsetzungen allein nicht nachzuweisen, dass 
wir über den Grenzwerth J alles das aussagen können, was 
von einem bestimmten Integral verlangt wird. Es lässt sich 
daraus nicht einmal der Satz ableiten, dass die Function f{x) 
auch in jedem Intervalle (a, c), wo a < c < 6 ist, ein un- 
eigentliches Integral zulässt. Dies geht aber an, wenn auch 
der absolute Betrag | f(x) \ im Intervalle (a, 6) im Sinne von 
Nr. 1 integrirbar ist. Wir müssen also hier von dem fol- 
genden Satze ausgehen. 

Satz. „Es sei die Function f{pc) so beschaffen wie im 
Satze von Nr. 1 , nur möge sie im Intervalle (a, fe) Werthe von 
entgegengesetzten Vorzeichen annehmen. Wenn dann ihr 
absoluter Betrag \f{x)\ ein uneigentliches Integral 
im Intervalle (a, 6) zulässt, so hat die Summe (2) auf 
S. 273 bei lim cy = ebenfalls einen endlichen Grenz- 
werth Jy d. h. jedem fi>0 entspricht ein ä>0 so, dass, 
wenn nur die Summe aller 8r kleiner als 8 ist, dann stets 



« >^V4-«, 



1 */*r 



f{x) dx 



< « (16) 



ist. Dieser Grenzwerth soll als das Integral 



/ 



6 



f(x)dx 



bezeichnet werden und zwar als absolut convergentes." 

Beweis. Wir fuhren zwei neue Functionen /"^ {x), f^ (x) ein 
durch die folgende Erklärung. In allen Punkten x des Inter- 

- 

1) Vgl. Math. Ann. Bd. 21 S. 326, Bd. 24 S. 220. 
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yalles (a, fc), wo f(x)>0 ist, sei f^^ (x) = f(x)y in den übrigen 
sei /]l (x) = 0] dagegen sei f^ (x) = — f(x), für alle Punkte x 
von (a, 6), wo f(x)<iO ist, /*2 (x) = für die übrigen. Dann 
hat man in jedem Punkte x von (a, b) 

fix) = /; (^) - f, (x) \f{x)\^f, {x) + f, (x). (17) 

^(a;) und f^{x) sind endlich und integrirbar *) in jedem 
Theile des Intervalles (a, 6), zu dem kein Punkt der Menge 9Ji 
gehört, f^ (x) und /g (x) lassen aber auch je ein Integral über 
das ganze Intervall (a, 6) zu. Dies folgt unmittelbar aus dem 
Satze der vorigen Nummer, da die nicht -negativen Summen 

^rj^ f,(x)dx ^rj^ f,ix)dx 

beide vermöge der zweiten der Gleichungen (17) kleiner fds 
die Summe , 

sind, folglich beide, wie diese letzte Summe, eine endliche 
obere Grenze besitzen, wenn den d^ . . . d„ alle nach S. 273 
möglichen Werthe beigelegt werden. 

Zufolge der ersten der Gleichungen (17) hat man 



if 



} I '' ^^U{^)dx. (18) 



Der Minuend und Subtrahend rechts haben nach dem 
gerade Bemerkten bei lim ^ = je einen endlichen Grenz- 
werth, folglich hat einen solchen auch die linke Seite von 
(18). Und zwar besteht die Formel 

f f{x) dx'^ I /i (x)dx — I f^{x)dx. 



1) Dies beruht auf dem Umstände, dass in jedem Intervalle von x, 
wo f{x) endlich ist und sein Zeichen wechselt, die Schwankung von 
fi {x\ sowie die von f^ (x) kleiner ist als die von f{x). 
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3. Nachweis, dass der in Nr. 2 aufgestellte Grenz- 
werth, wovon der in Nr. 1 ein besonderer Fall ist, die Eigen- 
schaften eines bestimmten Integrals besitzt. Dieselben 
lassen sich auf ^ die nachstehenden Sätze zurückführen. Die 
darin, vorkommende Function fix) hat die im Satze der 
Nr. 2 angegebenen Eigenschaften, namentlich die, dass ihr 
absoluter Betrag \f{x) \ ein Integral über das Intervall 
(öT, h) zulässt. 

I. Satz. „Liegt c zwischen a und &, so lässt die Function 
f{pß) sowohl über das Intervall (a, c), als auch über (c, V) ein 
absolut convergentes Integral zu, und zwar hat man 

f'f{x)dx = rf{x)dx + f'f{x)dxf' (a) 

Beweis. Der Punkt a? — c gehört entweder zu einer 
Strecke dr oder er liegt im Innern einer Strecke £r. Im letzteren 
Falle zerlegt er sie in zwei Theile. Nehmen wir jeden von 
ihnen für sich unter die Strecken a, ...£*, in welchen kein 
Punkt der Menge 9W sich befindet (siehe S. 273), auf, so zer- 
fallen dieselben in dem einen, wie in dem anderen Falle in 
zwei Gruppen: s^, . . Sq^ im Intervalle (a, c) und f j„+i . . . Sk^ im 
Intervalle (c,6) gelegen. Man hat nun 

fr. 



g J I f{x) \dx^^rj^ I fix) I dx, 




Da die rechte Seite dieser Ungleichungen zufolge der 
Voraussetzung stets unter einer endlichen Zahl liegt, so gilt 
das Nämliche von der linken. Daher sind die Integrale 

vorhanden, somit auch die Integrale 

' f(x)dx und / f(x)dx. 
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Aus der Bezielumg 



"^ / f{x)dX'^yif(x)dx + yj' I f(x)dx 



erschliesst man durcli den Grenzübergang lim ö ^ die 
Formel (a), weil die Summe derjenigen unter den Strecken 
*i . . . *n; welche im Intervalle (a, c) liegen, sowie derjenigen 
unter ihnen, welche im Intervalle (c, b) liegen, zugleich mit 
zur Null convergirt. 

n. Sata.*) „Es seien durch eine besondere Vorschrift 
gewisse Strecken i^i i^g . . • i^m aus dem Intervalle (a, h) heraus- 
gehoben, deren dem Punkte x ^ a näheren Endpunkte die 
Abscissen a? = e^, Cj . . . e«» besitzen. Wenn alsdann die 
Summe , , , /i.\ 

zum Grenzwerthe Null convergirt, so gilt das Näm- 
liche auch von der Summe der Integrale 

2j / fix) dx, (c) 

d. h. jedem beliebig gegebenen « > entspricht ein d > so, 

dass, wenn nur die Summe rii + fl%'\ f-i?m kleiner als d 

ist, dann stets 

ist." 

Beweis. 1. Fall. Fallen die rir, indem m = n ist, der 

Reihe nach mit den in Nr. 1 eingeführten Strecken ^^^^,.,8y^ 
zusammen, so ergiebt sich die Beziehung (d) einfach aus der 
Erklärung (16) auf S. 277. Bedeuten nämlich a^a^. . .an der 
Reihe nach die Abscissen der dem Punkte x^a näheren End- 
punkte der Intervalle S^y8^, . .d», so ist nach dem 1. Satze 

J-^r I f{x)dx+yi I f(x)dx. 

Setzt man diesen Ausdruck für J in die Ungleichung (16), 
so findet man, dass, wenn nur 6^ + -" + dn<.8 ist, alsdann 

1) Vergl. de la Valläe-Poussin, a. a. 0. Nr. 15. 



<. (d) 
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1 e/a- 



a-4-cJ, 



f{x)dx 



<8 



(e) 



folgende. Es ist 



ist, w. z, b. w. — Neben der Beziehung (e) besteht zufolge ier 
Voraussetzung, dass / | f(x) \ dx ebenfalls existirt, auch die 

-2 / \m\dx<B, (f) 

wenn nur ^i + • • • + *n kleiner ist als eine gewisse Zahl, die 

wir zum Unterschiede vom obigen S mit A bezeichnen wollen, 

2. Fall. Fallen die Strecken rji . . .rjm nicht paarweise 

mit den Strecken d^ . . . d„ zusammen, so seien ^i^^- - - ^Pm 

jene Theile der Strecken rjr, welche sie mit dem System der 

Strecken s^ , . , s^^ gemein haben. In den Strecken 8r ist die 

Function f(x) durchaus endlich, d. h. es giebt eine positive 

Zahl H derart, dass, wenn x einen Punkt irgend eines der 

Sr bezeichnet , i /. / \ i ^ xr 

\f(x)\<H 

ist. Demnach hat man sicher 



m: 



fix) dx 






1 



(g) 



Mit Hilfe dieser Ungleichung lässt sich der Satz II auch 
im vorliegenden Falle erweisen. Wir wählen zunächst eine 
Reihe von Strecken dj . . . d„ aus, welche das Punktsystem 9K 
völlig bedecken und dabei eine kleinere Summe als A liefern, 
so dass nach (f) Z<is ist. Für die Strecken fr, die von 
h — a nach Wegnahme dieser dr übrig bleiben, ermittelt 
man die Zahl H, Nun ist 

Pm m 

1 1 

werden jetzt die rjr nur so angenommen, dass ihre Summe 
kleiner ist als eiHy so ist nach (g) stets 

f(x)dx <2f. 



1 */*r 



Damit ist der Beweis des Satzes II vollständig erbrächt. 
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III. Satz. „Fügen wir zur discreten Punktmenge 9Jt 
eine zweite 91 im Intervalle (a, h), welche ebenfalls den Inhalt 
Null hat, so entsteht darin eine dritte discrete Menge 5ß von 
Punkten, zu deren vollständiger Bedeckung die Strecken 
ti)if ' * • 5m erforderlich seien. Bezeichnen dann x^ Xg . .. TCq^ 
die Strecken, welche vom Intervalle (a, b) nach Wegnahme 
der gr übrig bleiben, also keinen Punkt von $ß enthalten, 
und ij ig • • • hm ^^® Abscissen der dem Punkte x = a näheren 
Endpunkte derselben, so lässt sieh das Integral J mit Hilfe 
dieser Zahlen in gleicher Weise erklären, wie oben mittelst 
der Zahlen Sr und bry d. i. man hat, wenn 5i + • • • 5m = ^ ge- 
setzt wird, 

J=/ f{x)dx = ]im Vr / f(x)dx,'' (h) 

Beweis, öj . . . d« seien wie bisher Strecken, welche 
die Punkte der Menge ÜR vollständig bedecken. Fallen bei 
beliebigem n^m in sie der Reihe nach die Strecken 5r hinein, 
so ist der dritte Ausdruck in (h) mit dem Subtrahend in (16) 
in Nr. 2 identisch. Wenn aber bei gehöriger Kleinheit aller dr 
zu diesen noch andere Strecken Xr treten müssen, um die Punkte 
der Menge 5ß völlig zu bedecken, d. i. um ein System von 
Strecken ^r zu liefern, so liegen die Xr innerhalb der in Nr. 1 
eingeführten Strecken fc^ fg • • • ^*«* Somit fällt entweder irgend 
ein Xr mit einem Sr zusammen oder ist Theil eines solchen. 
Zerlegen wir nun jedes Glied der Summe 



*« /* &r + «; 



2'f 



f (x) dx (i) 



in die den Theilen des betreffenden 8r entsprechenden Inte- 
grale, so müssen wir, um auf die in (h) stehende Summe 
zu kommen, aus der so umgestalteten Summe die zu den 
Strecken Xr gehörigen Integrale weglassen. Da aber die 
Summe der Xr bei lim r = den örenzwerth Null hat, weil 
die Menge 91' discret ist, so hat die Summe jener Glieder 
von (i) zufolge des vorhergehenden Satzes bei lim r ~ den 
Grenzwerth Null. Daher ist der Grenzwerth von (i) bei 
lim <y = gleich dem der Summe 
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2jf f(x)dx 

bei lim r = 0. ^ 

IV. Satz. „Hat die Function g (x) ähnliche Eigenschaften 
im Intervalle (a, fc) wie die f{x), d.i. ist sie endlich und 
integrirbar in allen Theilen desselben, welche keinen Punkt 
einer discreten Menge SSi enthalten, und ist 

g{x)dx 



£ 



absolut convergent, so ist f(pc) + g(x) endlich und inte- 
grirbar in allen Theilen des Intervalles (a, 6), welche keinen 
Punkt der durch Vereinigung der Mengen SR und 91 ent- 
stehenden Menge ^ enthalten, und es convergirt das 
Integral 

absolut. Dabei ist 

r{f{^) + 9{x)]dx= rf{x)dx+ f g(x)dx/' (k) 

Sind die Mengen 9R und 91 identisch, so ist der Satz IV 
unmittelbar einleuchtend. Er ergiebt sich nämlich aus der 
Formel , 

2J, {nx) + g(x)}dx 




f (x) dx + ^r / g (x) dx 



durch den GrenzQbergang lim (d^ H h *n) = 0. Der andere 

Fall, dass die Mengen äJt und 9t nicht identisch sind, lässt 
sich mit Hilfe des Satzes III sofort auf den soeben be- 
handelten zurückführen. 

Hier möge noch die folgende wichtige Bemerkung Platz 
finden. „Es sei die Function f(x) für jeden Werth des Inter- 
valles (a,6) eindeutig definirt, in demselben endlich und integrir- 
bar von x^a his x = b. Leitet man aus f(x) eine zweite 
Function f^ (x) dadurch ab, dass man blos in den Punkten einer 
discreten unendlichen Menge 2Ä die Werthe von f(x) durch 
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andere, welche tficht mehr zwischen endlichen Grenzen 
liegen, ersetzt, so lässt f^ (x) ein absolut conyergentes 
Integral von x^a bis x = b zu und zwar ist 

f ^ (x) dx^ I f(x) dx.'' 

Beweis. Mit Benutzung der auf S. 273 und 277 ein- 
geführten Bezeichnungen hat man 



-21 f^^^ dx + 2 fi (P) dx. 

X e-'ö^ 1 •yby 



a) 



Das erste Glied rechts, dessen Betrag, da für jedes x im Inter- 
valle (a, h) I f{x) I < G ist, kleiner ist als C (d^ -f • • • + *n) = Ca, 
hat also bei lim (T = + den Grenzwerth Null. Wir können 
demnach aus (1) schliessen, dass 



ib. 



lim ^ I fi (x) dX'=^J 

= i %/by 



a = 



ist. Auf die nämliche Art findet man aber auch die Formel 



lim ^ I \fii?^)\dx^ I I f{x) I dXy 

womit der Satz bewiesen ist. 

4. Zurückführung der älteren Erklärungen von 
absolut convergenten Integralen über ein endliches 
Intervall auf die neue in Nr. 1 und 2. 

Schrumpft die Menge 3Jl auf einen der Endpunkte des 
Intervalles (a, 6) z.B. x^a zusammen, so brauchen wir nur 
eine Strecke tfi = | und es geht der in Nr. 1 und 2 ein- 
geführte Grenzwerth J (falls er einen Sinn hat) in 

lim / f{x) dx 

über. Durch diesen Grenzwerth ward aber das uneigentliche 
Integral / f{x)dx in dem in Rede stehenden Falle früher 
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erklärt (vgl. X. 7). Wenn die Menge 3R aus dem einzigen 
Punkte x = c zwischen a? — a und x^^h besteht, so benöthigen 
wir zur Ausschliessung desselben zweier Strecken d^ = |, 
ö^^ rjf welche in ihm zusammenstossen. Nun muss die 
Beziehung (3) auf S. 274 bezw. (16) auf S. 277 bestehen, 
wenn nur < | + ^ "^^ * ist. Das ist gewiss erfüllt, wenn 
wir uns sowohl § als auch tj kleiner als d:2 denken. Es 
ist demnach in diesem Falle 

Ü/^c — i nh 

f f(x)dx+ I f(x)dx 9 

wofär man indess, wie wir sogleich zeigen werden, 

f f{x)dx+ lim / f(x)dx (m) 

schreiben darf. Wir erhalten also auch jetzt aus J den früher 
auf S. 382 d. I. T. für / f(x) dx aufgestellten Ausdruck. Um- 
gekehrt lässt sich die rechte Seite der Formel (m) stets als 
Grenzwerth 

lim I / f(x) dx + / f{x) dx \ 
ansehen. 

Hat eine reelle Function von der Form tf {%) -\- tp (i?) bei 
lim (I -f ly) = -f einen endlichen Grenzwerth J", so gehört zu jedem 
« > ein ^>0 so, dass, wenn nur S + ^ kleiner als 8 ist, 

J^-«<y«) + V'W<e^+« (m*) 

ist. Daraus folgt zunächst, dass die Function q> (|) im Intervalle 

(0, —S) von I, die Function ip{ri) im Intervalle (0, —6) von t? endlich 

ist. Denn denken wir uns in (m*) für ri einen constanten Werth 
kleiner als ^:2 gesetzt, so finden wir 

Aehnlich schliessen wir bezüglich der Function '^ (tj). Es hat somit 
sowohl 9 (I) bei lim | = -f endliche Unbestimmtheitsgrenzen , als auch 
ip{ri) bei lim 7] — -\'0. Bezeichnen wir die ersteren mit 0, C/*, die, 
letzteren mit 0\ Z7', so können wir zeigen, dass einerseits J^ 0+ 0', 
andererseits J= ü-{- ü' ist. Nun giebt es nämlich mindestens einen 
Werth I' kleiner als ^ : 2 , wofür 

0-8<q>{^')<0 + B, 
und mindestens einen t]' kleiner als d:2, wofür 
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0'-e<i/;(V)<0'+s 
ist.^) Wir haben also 

Da auch die Beziehung (m*) für | = 4', ij = ij' richtig bleibt, so können 
wir aus ihr und den letzten Ungleichungen folgern, dass 

J-B<0+0' + 2£ 0+0'-2fi<e7+«, d.i. \0+0'-J\<Ss 

ist. Weil e jede beliebige positive Zahl sein darf, so müssen wir 
hieraus schliessen, dass J—0-\-0' ist. Auf die nämliche Weise er- 
giebt sich, dass J=ü-{' ü' ist. Mithin ist 0-{-0' = ü-\- U', was bei 
dem Umstände, dass O'^U^ 0' '^U' sein soll, nur in der Art möglich 
ist, dass 0= Z7, 0' = TF ist. Es" hat demnach <p (|) bei lim | = + 0, 
1/; (tj) bei lim »^ = -|- einen endlichen Grenzwerth und die Summe der 
beiden ist gleich J.^) — Sind umgekehrt die beiden Grenzwerthe 

lim qp(g) = a lim ^{rfj'^ß 

gegeben, so entspricht jedem fi>0 ein d>0 so, dass, wenn 0<K^ 
und < ?7 •< tf ist, 

I g>{^)-a\<s I ip{v)-ß\ <« 

ist. Daher ist,' falls nur | + ^ < d ist, sicher 

• l(<|P(l) + if (>)))-(« + « l<2*, 
d. h. es ist 

a + ß= lim {cp(^) + ip{r})\. 

Wird die Menge 9W blos von h Punkten x^Cj^^c^- "Ca, 
welche zwischen den Punkten x=^a und x = b liegen, ge- 
bildet, so ergiebt sich auf ähnliche Weise für den Grenz- 
werth J im Falle, dass er existirt, der Ausdruck 



« lim r 

^i=+0 Ja 



f(x) dx + 



Ä— 1 




' f(x)dx+ lim / f(x)dxv 



+ lim / f{x)dx, (n) 



worin dr einen willkürlichen Werth zwischen Cr und Cr+i 
(r=l...Ä— 1) bedeutet. Derselbe ist auch früher schon als 

1) Vgl. Allgemeine Arithmetik I. S. 162. 

2) Den besonderen Fall dieses Satzes , dass qp (|) ■— qp (i?) bei 
lim 5 = 0, lim 7^ = den Grenzwerth Null hat, behandelt Osgood in 
der Schrift: „Introduction to infinite series" (1897) S. 64. 
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das uneigentliche Integral / f(x)dx bezeichnet worden. 

Umgekehrt darf man die rechte Seite, falls sie existirt, 
stets als Grenzwerth der Summe 

f f(x)dx+^r\ / f{x)dx+ f(x)dx 

+ / f{x) dx 
bei 

lim(|i+7?i + |2+iy2+...+ |A + 1?A)«0 

betrachten. U. s. f. 

Die vorstehenden Umformungen des Grenzwerthes J 
gelten noch allgemein, d. i. auch dann, wenn | f(x) \ im Inter- 
valle (a, 6) nicht integrirbar ist. 

5. Fortsetzung. Auch im Falle, dass das Punkt- 
system 2K von erster Gattung ist, lässt sich das uneigent- 
liche Integral ohne Rücksicht auf das Verhalten des absoluten 

Betrages der Function unter dem / erklären.^) De la Vallee- 

Poussin^) bezeichnet solche uneigentliche Integrale im Falle, 
dass I f{x) I kein Integral von x = a bis x = b zulässt, passend 
als relativ convergent. 

Ist die Menge 3K von erster Ordnung, so besitzt sie 
nur eine endliche Anzahl von Grenzpunkten. Lassen wir 
zunächst einen der Endpunkte des IntervaUes (a, 6), z. B. 
a? = a, den einzigen Grenzpunkt der Menge 9R sein, so be- 
findet sich in jedem Intervalle (a-f§, &) (| > 0) nur eine 
endliche Anzahl von Punkten derselben. Existirt nun das 

Integral / f(x)dx im Sinne von X. 7 und hat es bei 

lim I = + einen endlichen Grenzwerth J, so bezeichnet man 

ihn als das relativ convergente Integral / f(x) dx. — Be- 

findet sich der einzige Grenzpunkt a? = c der Menge SDi zwischen 
den Punkten x = a und ir = 6, so setzt man 

1) Vgl. Dini-Lüroth, Grundlagen § 217. 

2) a. a. 0. Nr. 66. 
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Jnh nc — i nh 

] f(x)dx ^]im I f(x)dx + ]im 1 f{x)dXy (p) 

natürlich unter der Voraussetzung, dass jeder von diesen 
beiden Grenzwerthen Torhanden ist. — Besitzt die Menge 3K 
genau h Grenzpunkte, welche zwischen den Punkten x=^a 

und a: — 6 liegen, so wird das Integral / f (x) dx neuer- 
dings durch die Formel (n) erklärt. U. s. f. 

Ist die Menge 3R von zweiter Ordnung, so besteht ihre 
zweite Ableitung aus einer endlichen Anzahl von Punkten. 
Schrumpft diese z. B. auf den einzigen Punkt x^^a zusammen, 
so entfallen von den Punkten der Menge SR auf jedes Inter- 
vall (a + S; V) nur eine unendliche Menge erster Ordnung, 

Hat nun das Integral / f{x)dx gemäss der vorstehenden 

Erklärung einen Sinn und besitzt es bei lim S*— + einen 
endlichen Grenzwerth, so hat er als das uneigentliche Integral 

b 

f(x)dx zu gelten. — In den Fällen, dass die zweite 



e/o 



Ableitung der Menge 3St aus dem Punkte x^c zwischen 
x = a und x^b oder aus den Pimkten a? = q, o? «* c^ . . . a; = Ca 
zwischen x^a und x^h besteht, treten wieder die in den 
Formeln (p) und (n) ausgesprochenen Erklärungen far das 

relativ convergente Integral / f(x) dx in Kraft. 

In dieser Weise kann man fortschreiten, um die Er- 
klärung des soeben genannten Integrals im Falle, dass die 
Menge 2Ji von beliebiger Ordnung ist, zu erlangen. 

Endlich gilt der Satz: „Das nach der Erklärung in 
Nr. 2 als absolut convergent zu bezeichnende Integral 

J' f(x)dx lässt sich im Falle, dass die Menge 3St von 
a 

erster Gattung ist, auf den soeben angegebenen Grenj- 
werth zurückfahren und umgekehrt lässt sich dieser, wenn 
er absolut convergirt (d. h. wenn der entsprechende Grenz- 
werth auch für die Function | f{x) \ vorhanden und endlich 
ist), als ein uneigentliches Integral im Süine von Nr. 2 be- 
trachten." 
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a) Kraft des Satzes I in Nr. 3 können wir das Harnack- 

sche Integral / / (x) dx in eine Summe von solchen Inte- 

gralen zerlegen, dass in dem Intervalle eines jeden nur ein 
Grenzpunkt höchster Ordnung der Menge ÜJZ und zwar an 
einer der beiden Grenzen des bezüglichen Integrals vorkommt. 
Es wird daher genügen, anzunehmen, dass im Intervalle 
{a, b) etwa der Punkt x = a der einzige Grenzpunkt der 
höchsten für die Menge 3R überhaupt möglichen Ordnung 
sei. Zunächst sei ÜJZ von der ersten Ordnung, so dass, wenn 
a + I irgend einen Werth zwischen a und b bedeutet, nur 
im Intervalle (a, a + |) die Punkte von 2JJ in unendlicher 
Anzahl sich befinden. Wir setzen nach dem Satze I 



J= I fipo) dx = I fix) dx + I f{x) dx. 



(q) 



Nach Nr. 4 ist das zweite Glied rechts zugleich das uneigent- 
liche Integral der Function f{(c) über das Intervall (a + 1, b) 
im Sinne von X. 7. Da nun nach dem Satze II 

lim 



im / f{x)dx-^0 (r) 

ist, so finden wir aus (q) beim Grenzübergange lim | = + 

J= lim / f{x)dx. (s) 

Also ist J auch das uneigentliche Integral nach der älteren 
Erklärung auf S. 287. 

Wenn 9Ji eine unendliche Punktmenge von zweiter 
Ordnung mit dem einzigen Grenzpunkte x ^ a bedeutet, so 
stellen wir zuerst wieder die Gleichung (q) auf. In derselben 
wird dem soeben Bemerkten zufolge der zweite Theil rechts 

mit dem uneigentlichen Integrale / f(x) dx nach der Er- 

klärung auf S. 288 übereinstimmen. Es besteht ferner auch 
jetzt die Formel (r) und daher auch (s), d. h. es ist J auch 

in diesem Falle das, was man unter dem Integrale / f{x) dx 
früher verstanden hat. U. s. f. 

Stolz, Differential - u. Integralrechnutig. III. 19 
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b) Um einzusehen, dass jedes absolut convergente Inte- 
gral der älteren Erklärungen auch ein solches sei im Sinne 
von Nr. 2, brauchen wir nur nachzuweisen, dass die bezüg- 
liche Function f{pc) ein absolut convergentes Integral im 
letzteren Sinne über das Intervall (a, V) zulässt. Und dazu 
reicht aus, zu zeigen, dass auch die Function { f{pc) \ ein 
solches Integral liefert. Wir haben uns also nach Nr. 1 nur 
davon zu überzeugen, dass die Summen (2) auf S. 273, d. i. 

^rj^ I f{x) I dX, (t) 

bei jeder Wahl der Strecken (J^ . . . ä„ sämmtlich unter einer 
endlichen Zahl liegen. — Ist zunächst x = a der einzige 
Grenzpunkt 1. Ordnung der Menge 9W, so soll zufolge Vor- 
aussetzung die Formel 

lim / \f{x)\dx^ f \f(x)\dx^K (u) 

bestehen. Dabei ist, wenn nur < | < 6 — a ist, 

•& 

\f{x)\dx<K. (v) 

Da wir nun d^ == | setzen können und die Summe (t) in 
diesem Falle keinesfalls grösser ist als das Integral 

SO erhellt, dass jede Summe (t) kleiner als K ist, w. z. b. w. — 
Ist X = a der einzige Grenzpunkt 2. Ordnung der Menge SK, 
so gelten wieder die Beziehungeij (u) und (v), woraus, wie 
gerade vorhin, die Beziehung 

Vbf + e^ 
I f(x) \dx<K 



f 



f 



folgt. U. s f. 






11 

1' 

1i 

11 

11 



Berichtigungen zum I. Theile. 

S. 5, Z. 12 in der Formel l. x = a st. x = a. 
103, Z. 1 st. l=l-\-x 1. h=^x. 
106, Z. ^ st. b=l + x l.h = x. 
143, Z. 9 st. (t)(|, rj) 1. <Di(^, rj). 
184, Z. 2 V. u. st. ö^(|, i?i) 1. G^i(g, r?i). 
193, Formel (30) st. <Djt,(i, ^) 1. <Dj>(|, i?). 
203, Z. 3 V. u. st. f(^^){x^+^) 1. /'(2*-i)(äJo + |). 
229, Z. 11. Nach „aber" schalte ein: „in". 
278, Z. 6 st. „ersten" 1. „rechten". 

308, Z. 211. * = ^^ = say_^^ ax + h-V—8 

325, Z. 9 st. X^'ix) 1. N^'ix). 

326, Z. 13. Die linke Seite der Formel soll sein 

P,'ix)-P,ix) 
^ ' N,{x) ^• 

351, Fussnote füge zu: G, As coli, Atti d. Acc. dei Lincei 2. ser. 

V. II (1875) S. 866. 
354, Z. 19. Vor „Theile" schalte ein „gleiche". 
357, Z. 1 st. „n>/Lt" 1. „w>^". 
362, Note 1) st. x""-! Lx^""-!. 
403, Z. 9 V. u st. „Er" 1. „Es". 
410, Z. 15 st. (p'{x) 1. (p'{y). 



11 

n 
11 
11 
11 
11 
1» 
11 

11 

1» 

11 



417, Formel (17) st. / f{x)dx 1. / f{ip(a;)]d 



X. 



„ 444. Der in Z. 5 — 13 mitgetheilte Satz ist nicht immer richtig, vgl. 

Osgood, Amer. J. of. Math. XIX. S. 188, Arzelä, Rend. deir 

accad. dei Lincei ser. 5. Vol. VI. S. 292. 
„ 449. In Foi-mel (12) und in Z. 21 l.f(x, h) st. f{x, y). 



Zum IL Theile. 

S. 12, Z 23 st. „Linie a&" 1. „Linie aa''. 

„ 21, Z 2 st. „eindeutige" 1. „vieldeutige". 

„ 23, Z. 21 st. 3) 1. 2). 

„ 35, Formel (10) st. e*""' 1 e^ "»'"'. 
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« 

S. 61, Z. 23 st. „erhalten" 1. „enthalten". 
68, Z. 15 st. £ 1. £ : 2. 
78, Z. 3 V. u. st. u : 3a:* 1. m' : Sx\ 
98, Z. 4 V. u. st. VI. 1 1. VI. 5. 
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102, Z. 8 st. -^ — - 1. 



x*-l ' x*+l 
Z. 12 st. des zweiten l(x-\-t) 1. l{x — t). 
103, Z. 1, 2, 9 st. dx 1. (ij. 

114, Z. 20 — 22. Der Satz von „Zu einem "bis „wofür if verschwindet" 
ist zu streichen. Es ist nicht schwer, den folgenden Schluss 
auf den Fall, dass H^ fwc x = Xq verschwindet, auszudehnen. 
129, Z. 25 sind die Worte „falls a^ singulär, höchstens von zweiter 
Ordnung" zu streichen. Es muss F{x^ y) vielmehr an jeder 
der singulären Stellen {x^^ 0), (a:,, 0) endlich bleiben. 

135, Z. 8 st. F{x, y) 1. F^{x, y). 

136, Z. 7 schalte nach „welche" ein „an". 
149, Z. 10 st. 125 1. 120. 

167, Z. 10 st. £<0 1. f >0. 

170, Z. 19 st. a + ^i = a, 1. a-\-d^ = cc^. 

173, Z. 4 st. „hinteren" 1. „vorderen". 

Z. 5 st. „vorderen" 1. „hinteren". 

Z. 6 V. u. st. a 1. a. 

182, Z. 4 V. u. ist „längs desselben" zu streichen. 

183, Z. 22 st. / 1. / und 



Z. 23 



-X''/*- 



187, Z. 20 fehlt bei F(a) der Factor (s + 1). 
189, Z. 2 st. /"(a) 1. f{x). 

192, Z. 8 V. u. st. dx 1. dy. 

193, Formel (5) fehlt in den Integralen der Factor dx, 

195, Z. 9 schalte hinter „Differentialquotient" ein: „der daselbst 
ebenfalls stetig sein soll". 

211, z. 3 v.u.st. Si, g, 1. 5,, Si. 

214, Z. 4 st. B'{x) 1. J?(a;'). 

221, Z. 25. Die Behauptung: „Dies ist immer möglich" ist unhalt- 
bar; diese Möglichkeit ist vielmehr vorauszusetzen. Sie trifft 
z. B. nicht zu, wenn an einem Rande von fj eine Spitze vor- 
kommt, deren Aeste auf derselben Seite ihrer gemeinsamen 
Tangente liegen. 

227, Z. 3 st. b 1. h. 

228, Formel (4) st. c^^.^^^ 1. ^^-f^- 

229, Formel (7). Das zweite Glied rechts verschwindet und ist daher 

zu streichen. 



Berichtigungen. 293 



..r i.r 

J-l-6 J-l 



S. 239, Z. 11 st. 

Z. 15 et. „lim 5 = + oo" 1. „lim 5 = 0". 
„ 243, Z. 16 st. 2hx^ 1. 2bx 
„ 266, Z. 4 st. „vorigen Nr. 4" 1. „Nr. 9*'. 
„ 259, Z. 7 st. |a;| 1. |a; — a|. 

Z. 6 V. u. st. rc — ic' 1. x' — x. 
„ 263, Z. 21 st. „derselben" 1. „desselben". 
„ 269, Z. 25 „>()" ist zu streichen. 

Z. 2 V. u. nach „müsste" ist einzuschalten: „Wir zeigen dies 
bezüglich der Function g(x). g{x) wäre identisch Null für 
alle X, wofür \x — a\<^Q ist." Auf S. 270, Z. 2— 12 hat 
dann an Stelle von f{x) g{x) zu treten. 
„ 282, Z. 7 st. qp(0, x) 1. (p{x, 0). 
„ 299, Fussnote st. „lim a; = -f-oo" 1. „lim w = 4-oo". 



Berichtigungen und Nachträge zum III. Theile. 

S. 29, Z. 7 V. u. st. 1 i/>(a;, 2/)da; 1. l i/>(ic, y)<?3/. 

„ 39. In Fig. 4 sind die Buchstaben B und B\ sowie JB^ und B _^ 
mit einander zu vertauschen. 
Z. 7 V. u. st. „zu dieser Axe" 1. „zur i/'Axe". 

„ ,42. In den 1. Satz sind noch die beiden folgenden Voraussetzungen 
aufzunehmen. 1) Keine von den Parallelen zur a;-Axe mit 
Ausnahme der äussersten y = h und y==h' und keine von 
den Parallelen zur y-Axe mit Ausnahme der äussersten 
x^a und x = a' darf mit der Curve x ein Stück gemein 
haben. 2) Ist r nicht geschlossen, so dürfen nicht beide 
Endpunkte in einem und demselben zur y-Axe parallelen 
Streifen liegen. 

Der a. a. 0. gegebene Beweis reicht dann vollständig 
aus für jede geschlossene Linie r. Ist diese Linie offen und 
befindet sich in dem Streifen zwischen den Geraden x = a^ , 
und x = a^ blos einer ihrer Endpunkte, so rechnen wir das 
ihn enthaltende Stück von r zu jenen, deren Anzahl auf 
S. 44 mit g bezeichnet ist. Dann bleibt die Zahl aller 
Rechtecke der zweiten Art im genannten Parallelstreifen 
2(g-\-h-{-i). Nunmehr hat eine von den Geraden x = a^_^ 
x = a^, z. B. die erstere, mit diesen g Stücken von x nur 
g — 1 Punkte gemein. Mithin ist 

g-l + 2h<q und g+2i<:q. (1) 
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Da aber die ganzen Zahlen g — l-\-2h und g-\-2i unmöglich 
einander gleich sein können, indem ihre Differenz eine un- 
gerade Zahl ist, so steht in einer von den Beziehungen das 
Zeichen <^, so dass 

2(^ + Ä + t)-l<2g, somit 2(9 + h + t)<i2q 

ist. Demnach ist die Sunmie aller der in Rede stehenden 
Rechtecke auch jetzt nicht grösser als 2qE$^. Es gilt also 
auch das weiter auf S. 44 Gesagte. 

Wenn aber die beiden Endpunkte der Linie r zwischen 
den nämlichen Parallelen zur i/-Axe, 3C = a^_^ und x = a 
liegen, so müssen wir auf der rechten Seite der Ungleich- 
ung (7) auf S. 44 das Glied 2AE hinzufügen. Denn nun- 
mehr finden wir in der soeben angegebenen Weise 

Da wir uns die d^ von vornherein beliebig klein denken 
dürfen, so tritt die soeben erwähnte Ausnah a:e nur dann 
ein, wenn die beiden Endpunkte der Linie r die nämliche 
Ordinate besitzen. Um auch dann die Formel (7) anwenden 
zu können, müsste man darin entweder an Stelle von q 
q-{-l setzen oder die Coordinatenaxen nebst den darauf be- 
züglichen Zahlen mit einander vertauschen. Das Letztere 
reicht auch aus, weil die beiden Endpunkte der Linie r 
jetzt verschiiedene Abscissen haben. — Diese Bemerkung 
wolle man sich auch auf S. 71 und 77 gegenwärtig halten. 

S. 43, Z. 4 st. „welche" 1. „welchen". 

„ 46, Formel (8) st. {Ä-2H) {B + 211) l {Ä-2H) {B-2 H). 

„ 87, Z. 7. Anstatt auf den 2. Satz auf S. 70 hätten wir uns auf den 
allgemeineren Satz berufen sollen, wonach die im Gebiete fj 
endliche Function, welche über jedes Gebiet, das aus g 
durch Weglassung von Flächenstücken von beliebiger Klein- 
heit, welche eine endliche Anzahl von gegebenen Punkten 
und Linien umschliessen, hervorgeht, ein Doppelintegral 
zulässt, ein solches auch über das Gebiet f5 besitzt. Der 
Beweis desselben ist dem des ersteren Satzes völlig gleich. 

„ 104, Z. 3 fehlt am Schlüsse „t?t". 

^iQ 7 n , dcp dtp , dcp dV) 

„ 113, Z. 11 V. u. st -^ -^— 1. -^ ö— • 

ou du cv du 

„ 154, Z. 2 St. - i {H + „«) - ^ 1. - 1 1(1. + aa) + ^[i- 

„ 169, Z. 25 st. Sf^ 1. Sc^. 

„ 160, Zusatz zu Note 1). De la Vall<^e-Poussin, der schon den 
7. Satz auf S. 174 unter allgemeineren Voraussetzungen über 
die Function f{x^ y), als es a.a.O. geschieht, bewiesen hat 
(vgl. Journal de Mathdmatiques Jahrg. 1892 S. 448), dehnt 
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ihn im Jahrg. 1899 dieses Journals (S. 191) in ähnlicher Art 
aus, wie Harnack das eigentliche Doppelintegral auf ein 
zweimaliges Integral zurückgeführt hatte (vgl. S. 82). 
S. 164, Z. 2 st. „Functionen" 1. „Function". 

„ 214, Z. 2 V. u. st. j^^f **. 

„ 232, Z. 10 V. 0. st. > 1. > 0. 

„ 242. Die Formel (8*) beruht auf der folgenden. Setzt man 

SO hat man 



Nun ist jedenfalls 

Vl+P7^^1-|P|:^^ 

also 

yQ^+P>Q-\P\:Q>r-£:r. 

Dabei dürfen wir uns von vornherein f <^ f* denken. 
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einiger wissenschaftUcher Benennungen. 
(Die Zahlen bedeuten die Seiten des III. T. — N. = Note.) 

Ableitung eines unendlichen Punktsytems 262. 

Continuum oder stetiger Bereich von zwei Dimensionen 37 — von 

m Dimensionen 119. 
Convergenz, relative der einfachen bestimmten Integrale 287. 
Doppelintegral, oberes und unteres 49. 
Fläche, gewöhnliche 268. 
Flächenzahl eines ebenen unendlichen Punktsystems, äussere und 

innere 69. 
Inhalt eines solchen 69. 

Integral^ iterirtes 1 — oberes und unteres 264. 
Integration unter dem Integralzeichen 2, 11. 

Länge eines Punktsystems auf der Geraden 263 — äussere und innere 263. 
Linie, gewöhnliche 37 — reguläre 96 (11.173). 
Normale , positive einer Ebene 208 N. 
Punktsystem, discretes oder von der Länge Null 264. 
Punktsystem, unendliches, von 1. und 2. Gattung 262 — vollständiges 262. 
Vieleck, gewöhnliches 41 N. 
Zeichen des Inhalts eines Prisma's 208 — eines Tetraeders 222. 



Dnick von B. G. Teubner in Dresden. 



